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Zur Geometrie der Speere im Euklidischen Raume. 
Von Wilhelm Blaschke  in Bonn. 
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Bildet man jede Minimalebene des Euklidischen Raumes ab 
auf die in ihr liegende reelle Gerade und macht man die Ab- 
bildung dadurch umkehrbar eindeutig~ dal~ man diese Gerade mit 
einem bestimmten Durchlaufungssinn versieht oder~ wie wir uns 
ausdrticken wollen, sie zu einem ,S p e e r e ~ 0rientiert~ so geht hiebei 
die Gruppe der komplexen Bewegungen, welche die Minimalebenen 
untereinander vertauschen~ in eine zwSlfgliedrige Gruppe G12 v o n  
,Speertransformationen" fiber~ deren Geometrie bier untersucht 
werden sell. 1) 

Der erst% der hiehergehiirige Fragen behandelt hat, ist an- 
scheinend A. R i b a a e o u r ,  der in seiner Preisschrift fiber Minimal- 
fliichen 9") aueh sehon speziell% besonders elegante Transformationen 
aus GI~ angegeben hat. Allerdings fehlt bei R i b a u c o u r  noch 
vSllig die Orientierung der geraden Linien, die eine wesentliche 
Rolle spielt. 

Die Gruppe G 1~ auf die Herr E. S t u d y  in seiner G e o -  
m e t r i e  d e r  D y n a m e n  hingewiesen hat~) wurde mitte]s der 
angedeuteten Abbildung auf die Bewegungsgruppe durch Herrn 
E v. W e b e r  studiert. 4) 

t) Die vorliegende krbeit ist unabhangig yon der in den ,Monatsh. 
f. Math. u. Phys.", Jahrg. 1910, S. 3--60, unter dem Titel ,Untersuchungen iiber 
die Geometrie der Speere in der Euklidischen Ebene" veto selben Verfasser ver- 
~ffentlichten Abhandlung. 

2) ]~lude des dlassoYdes, Bruxelles Mgm. cour. 44 (1880). 
3) Geom. der Dynamen, Leipzig 1903, S. 230. 
a) ,Die komplexen Bewegungen", Leipziger Berichte 1903, S. 384--408. 
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Man kann jedoeh aueh in einfaeher Weise mit Hilfe des 
~bertragungsprinzips aus der Geometrie der Dynamen 1) zu unserer 
Gruppe G1, gelangen. Bildet man die (reellen~ eigentlichen) Speere 
auf die (reell-) ,,dualen" Punkte der Einheitskugel ab~ so geht 
hierbei die G12 in die kontinuierliche Grupps der (reell-) dualen 
automorphen Kollineationen der Kugel fiber. Diesen Weg hat im 
Ansehlusse an S t u d y  Herr J. G r t i n w a l d  2) bei der Untersushung 
yon GI~ eingeschlagen. In seiner Arbeit i.~t eine (im allge- 

meinen) ein-eindeutige Abbildung zwischen den komplex-dualen 
Zah[en and den (reellen~ eigentliehen) Speeren angegeben~ vonder  
aueh hier Gebraueh gemacht werden sell. Man kommt zu dieser 
Abbildung einfaeh dadureh~ dal~ man die Einheitskugel in bekannter 
Weise als Riemannsehe Zahlenkugel auffagt und dann ins ,,duale 
Gebiet ~ hinein erweitert. 

Hier sollen nun zunfiehst die Untersuehungen der Herren 
We b e r and G r ti n w a 1 d in einigen Punkten weitergeftihrt werden~ 
indem die einfachsten in der Geometris der G12 auftretenden Gebilde 
eingehend untersueht und gegeniiber Bewegungen klassifiziert 
werden. Dabei ist, wie dies auch bei den genannten Autoren der 
Fall ist, die Besohrankung auf reelle, eigentliche Speere fsstgehalten. 

Erst sparer wird ein ~ b g e s e h l o s s e n e s  Kontinuum von 
Speeren angegeben: das naeh der Terminologie des Herrn S t u d y  
als ein gegenfiber G12 n a t t t r l i e h e s  Speerkontinuum a) zu be- 
zeiehnen ist. In diesem Kontinuum werden d'ann aueh k o m p l e x e  
S p e e r e in Betraeht gezogen und die komplexen~ eigentliehen Speere 
werden in einfaeher Weiss dargestellt dureh geordnsts.Paare reeller~ 
eigentlieher Speere. Diese Darstellung steht in emer gewlssen 
Analogie zu einer yon E. L a g u e r r e  angegebenen Abbildung 
dsr komplexen (eigentliehen) Punkte einer (reellen, eigentlieben) 
Ebene auf die geordneten Paare reeller (eigentlieher) Punkte dieser 
Ebene, eine Abbiklung~ die neuerdings dureh Iterrn S t u d y  aus- 
fahrlieh dargelegt worden ist. ~) 

In den letzten Absehnitten der vorliegenden Abhandlung werden 
sinige, im Sinne yon S. L i e ,,unendlieJae ~ Gruppen von Speertrans- 
formationen behandelt~ die die Gruppe G~.~ umfassen. So wird 
z. B. die Gruppe allsr Transformationen untersueht~ welehe die 
i s o t r o p e n  K o n g r u e n z e n  von R i b a u e o u r  und dis Gruppe 
dsr Transformationsn, welehe die s y n e k t i s e h e n K o n g r u e n z e n 
des Herrn St  u d y  untereinander vertausehen. Es ergibt sish hierbei 
u. a. eine geometrisehe Deutung in unserem gewShnliehen Raume 

1) G. d. D.~ w 23, S. 195 u. f. 
2) ,Duale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometrie", Monatsh XVII. 

1906, S. 81--136. Die  genannten Arbeiten yon R i b a u c o u r ~  W e b e r  und 
G r i l n w a l d  werden sp~iter nur mlt den Namen der Autoren zitiert. 

3) Vgl. G. d. D. w 27. 
4) Siehe den ersten Band der Vorlesungen tiber ausgewiihlie Kapitel der 

Geometrie. Leipzig 19II. 
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far einige yon C. S e g r  e und S t u d  y angegebene Si~tze aus der 
Geometrie des vierdimensionalen Raumes.1) 

Dann deuten wit noch eine Abbildung der (komplexen, 
eigentliehen) Speere des Raumes auf die geordneten Paare yon 
(komplexen~ eigentlichen) Speeren einer Euklidisehen Ebene an~ 
bei der die synektischen Kongruenzen in die sogenannten ~qui-  
l o n g  e n B er  tt h r u n g s  t t a n s  f o r  m a t i o  n en2) tibergeffihrt werden. 

Zum Sehlusse geben wit der leiehteren ~Lesbarkeit halber ein 
Verzeiehnis der angewendeten Kunstausdriieke mit Hinweisungen 
auf die Stellen~ an denen sie erkl~irt sin& 

w 1. Die komplexen  Euklidischen Bewegungen  mit den Minimal- 
ebenen als Raumelement .  

dede eigentliehe Ebene des Eaklidisehen Raumes,  welehe den 
absoluten Kegelsehnitt berahrt~ wird eine M i n i m a l e b e n e  ge- 
nannt. Die uneigentiiche Ebene reehnen wir nieht za den Minimal- 
ebenen. Bentttzen wir sogenannte H e s s e s e h e  Koordinaten r el. h. 

homogen geschriebene reehtwinklige Punktkoordinaten xl ~ x~ ~ xt 
X0 X0 :'CO 

und sehreiben die Gleichung einer Ebene in der Form u o Xo- ~- u l x  1 - ~  
- ~ - ~ 1 2 x 2 - - ~ % x  3 ~ 0 ~  so sind die Minimalebenen durch die Be- 
dingung 

2 2 2 
Ul + "2 + '~5 - -  0 

gekennzeichnet~ wenn man die Voraussetzung hinzuftigt~ dal~ ~q~ u~ 
und u 3 nicht gleiehzeitig versehwinden. 

Damit ist also die Mannigfaltigkeit der Minimalebenen durch 
vmr komplexe VerhMtnisgrSl~en mit einer quadratisehen Bedingungs- 
gleiehung dargestellt. Wir kSnnen abet aueh eine Darstellung 
dutch u n a b h l t n g i g e  K o o r d i n a t e n  erreiehen~ wenn wlr setzen 

~ {i u o :u:  i u  2 : u : T i u  2 : u 3 -  /too: tl: t 2 : t i ts ,  = 1 /  1} 

2 2 �9 2 2 
u o: u, : u2 : u 3 - -  2 i t o o : t ~ - - t 2 : ~ ( t ~ + t 2 ) :  2 t i t s .  

Jetzt entspricht jedem Tripel yon komplexen Zahlen too.~ tl. ~ t 2 
(nur die Tripel too ~ 0~ 0 mtissen wir aussehlief~en) eine emzlge 
Minim alebene. Erkli~ren wit ferner die Koordinaten t als ,homogen" 
in dem Sinn% dag wir die beiden Tripel too ~ ta~ t~ and ?2too ~ 9t~ ?t~ 
wobei ? einen komplexen~ yon Null verschiedenen Proportionalit~tts- 
faktor bedeutet~ als i~quivalent ansehen~ so entsprieht auch um- 
gekehrt jeder Minimalebene im wesentlichen ein einziges System 
yon Koordinaten too ~ t~ t2. Wit  werden spi~ter aueh nicht-homogene 
Koordinaten verwenden~ n~tmlieh 

~) S e g r e :  Lo rappresentazlonl reali delle forme e o m p l e s s e . . . ,  Math. 
Annalen. XL. (1892) und S t u d y :  Sugli enli anMitiei. ]Rend. di P~lermo 1906. 

~) Vgl. Enzyklopadio d. m. W., I I I A B 4 b .  G. F a n o :  Nr. 24, S. 347. 
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(2) t = t-~-2 T---- to A. 
2 tl ~ t~ 

Dieser Darstellung entziehen sieh allerdings die Minimalebenen 
des Bttsehels 

t 1 = 0  oder u ~ - - i u , = 0 ~ u ~ = - 0 .  

Die beiden obigen Gleiehungen lauten unhomogen gesehrieben 

(3) U o : U l - - i u ~ : u 1 + i u ~ : u ~ =  i T : - - 1  : t ~ : t 

(3*) uo: u 1 : u~ : u 3 = - - 2 i T : ( 1 - - t ~ ) : i ( l + t 2 ) : - - 2 t .  

Ftir das Folgende ist es zweckmiii~ig, die Mannigfaltigkeit 
einer reellen Veranderliehen als ,einfach unendlieh" (~1) und daher 
die einer komplexen Veranderliehen als ,doppelt nnendlieh" (~2) 
zu bezeichnen. 

Die Gruppe der komplexen Ahnlichkeitstransformationen des 
Raumes enthalt 7 komplexe Parameter, wir werden sie daher eine 
14-gliedrige Gruppe F 14 nennen. Da die Ahnliehkeitstransformationen 
die Minimalebenen unter sieh vertauschen, so k~nnen wir die ['14 
dutch unsere Koordinaten too , tl~ t~ darstellen. Um zu erkennen~ 
wie sich diese beiden Transformationen yon FI~ substituieren, be- 
achten wir zun~tehst~ dal3 die Tangenten des absoluten Kegelsehnittes 

+ . ;  + = o 

auf das biniire Gebiet der Veri~nderlichen t l : t  2 bezogen sind. Da 
nun bei einer iiquiformen Transformation die Tangenten des absoluten 
Kegelschnittes projektiv untereinander vertauseht werden, so mtissen 
sieh die Veri~nderliehen t 1 und t~ linear homogen substituieren. Da 
anderseits die Ebenenkoordinaten u s sieh linear dm'eh die Gr(il]en 
too , t~l~ t~ t~, t22 ausdrticken und umgekehrt, und da ferner eine Ahn- 
lichkeit durch eine lineare, homogene Substitution der u i dargestellt 
wird, so miissen sich die Koordinaten too , t~, ts hierbei folgender- 
mal]en untereinander vertauschen 

I" (4) t 1 = 0 t l l t  1 + q 1 2 t 2 ,  {~-~---.llC/2~--Ct12a21} 

[ t~ = a~l  t 1 -~-a~2 t 2. 

Damit dadurch eine wirkliche Transformation gegeben ist: 
mtissen wir jedenfalls 

(4) x # O  und ~ # 0  

voraussetzen. 
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Bis jetzt ist gezeigt, da$ sich jede aquiforme Abbildung in 
den Koordinaten too ~ tl~ t 2 in die Form (4) bringen liigt. Man kann 
aber auch umgekehrt zeigen~ ~a$ die Formeln (4) bei einer im 
tibrigen beliebigen WaLl der Koeffizienten x~ 8 7 c~ a stets eine Ahn- 
lichkeitstransformation darstellen (was ja durch eine Abziihlung der 
Konstanten schon ansehaulieh gemacht wird)~ indem man ni~mlieh 
auf die Koordinaten u zurtickgeht. Man erhi~lt so lineare Transfor- 
mationen der u, die das absolute Gebilde als Gauzes in Ruhe lassen: 
also tats~tchliel~ Ahnlichkeitstransformationen. 

Ftihrt man nach der Transformation mit den Koeffizienten 
x(x) 8(1) a(1) e(1) eine weitere mit den Koeffizienten x(2)~ 8(~)~ a (2) c (2): 

i k  ~ i k  i k ~  i 

au% so erhMt man eine neue Transformation yon I1~ deren Koeffi- 
zienten wir x~ 8 7 aik ~ c~k nennen wollen. Es ist dann x ~ - z ~  (2> 
u n d  8 = 8(1).8(2). Berticksichtigt man noch, daI~ die Koeffizient- 
systeme x~ 8~ alk ~ cik und x~ 8p2 ai~p ' c~? ,  {pg=0} -~quivalent sindr 
so erkennt man~ dail dureh die Bedingung x ~ 1 eine i n v a r i a n t e 
Untergruppe F12 yon F~4 charakterisiert ist~ ni~mlich die Gruppe 
der B e w e g u n g e n .  x = - - I  gibt die ,Nebengruppe ~ der U m -  
l e g u n g e n .  

Sehreiben wit die Formeln (4) noeh in unhomogener Form 

I t + -  
(5) a~, -+- a 12 t ' 

T-~ 

Ffir  die Bewegungen ( x ~  1) ist es zweekmfiNg~ die yon 
Herrn S t u d y  so benannten d u a l e n  G r S l ~ e n 0  zu verwenden. 
Es sei A~,---a~,-~-~b~,~ wo ar~ and b~ gew~hnliche komplexo 
Zahleu sind und die neue Einheit e der Rechenregel ~2 ~ 0 genfigt. 
Setzen wir nun 

(6) S = t + ~ T ,  

so lassen sich die Formeln (5) ftir den Fall der Bewegungen zu- 
sammenfassen 

(7) s ,  = + s. 
All  21- At~ S 

Dabei sind die komplex-dualen Gr~l~en A~ nur der Bedingung 
unterworfen~ dal~ der ,skalare", d. h. yon e freie Teil der Deter~ 
minante All A2~ - -  A~ A~  yon Null 'versehieden sei. Die skalaren 
BeStandteile a~ ~ der A~ stimmen mit den in (5) so bezeiehneten 
Grsl~en tiberein~ withrend zwisehen den ,,vektoriellen" Teilen b~ 
der A, ,  und den c,~ der zweiten Formel (5) die Beziehungen be- 
stehen 

1) Geom. d. Dym S. 195 u. f. 
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all b~i -- a?i bil ~- eli ~ 

a~2b,2 2 -  a ~ 2 b ~  - ~  c~2, ~ 

woraus die br~ bei gegebenen a~  und c.~ bis auf additive Vielfache 
tier a~  bestimmt sind. ~) 

w 2. Abbildung der Minimalebenen auf die Speere.  

In  jeder  Minimalebene u liegt eine reelle eigentliche Gerade 
Lini% n iml ich  die Sehnittlinie mit tier konjugiert-imagin~tren Minimal- 
ebene 6. 2) Nun erfolgt die ,~Orientierung" einer eigentliehen Ge- 
raden za einem ,,Speere" durch die Entscheidung tiber das Vor-  
zeiehen einer Quadratwurzel  und dieselbe Quadratwurzel  tritt auch 
au fbe i  der Besf immung der beiden du tch  die Gerade hindurchgehen-  
den Minimalebenen. D a r a u s  e r h e l l t ,  dal~ m a n  z w i s c h e n  
d e n M i n i m ~ 1 e b e n e n u n d d e n r e d l e n ,  eigenllichen~ m i t  e i n e m  

D u r c h l a u f u n y s s i n n  ver sehenen  G e r a d e n ,  o d e r S p e e r e n  e i n e u m -  

k e h r b a r  e i n d e u t i g e  B e z i e h u n g  h e r s t e l l e n  k ~ n n .  ~) 
Dies folgt auch unmit telbar  aus der v. S t a u d t s c h e n  reellen 

Abbi ldung imagini rer  Ebenen.  Eine Minimalebene wird naeh 
S t ~ u d t  auf  eine Rechtwinkclinvolution um ihre reelle Gerade 
:und einen Drehungssinn um diese Gerade dargestellt ;  nun kann  
man doch den Drehungssinn um eine (reel[% eigentliche) Gerade 
mit  ihrem Durchlaufungssinn in eine umkehrba r  eindeutige Be- 
z iehung bringen. Damit  ist dann wieder die gewtinschte Zuordnung  
zwischen den Minimalebenen und Speeren hergestellt. 

Wi r  wollen den D r e h u n g s s i n n  u m  e i n e n  S p e e r  positiv 
nennen, der einem Beobaehter  nach links zu weisen seheint, wenn er so 
au f  dem Speere liegt, da~ die Richtung des Speeres nfit tier Rich- 
tung  yon den Ftil~en zum Kopfe tibereinstimmt. W i r  setzen ferner, 
um einen bestimmten Fall  vor  Augen zu haben~ im foigenden nnser 
(reelles) rechtwinkliges Aehsenkreuz xl, x2~ x 3 als ein ,engl isches" 
voraus, d. h. die kleinste Drehung~ welehe die positive Achse der x k 

1) Z~vischen den Ars  und den dualen Bewegungsparametern a/c~k-~a~k 
4es Horrn S tudy  (vgl. G. d. D., S. 174 u. f. a. S. 557) besteben die Beziehungen 

(9) 
A 2 1 =  - -  % @ i al , A ~  ~ ao - -  i % . 

Somlt sind wir auf einfache Welse za dlesen Barametern g'ekommen. 
Die Formeln (7) und (9) finden sich bei J. Griin-wald a. a. O. S. 107. (41), 
und bei S tudy  ,,Zur Differentialgeom. d. analytischen Kurven" Transactions of 
the Am. math. soc. S. 41, (56) (1909); sic ffehen durch alas t)~bertraffangsprinzip 
tier G. d. Dyn. hervor aus analogen Formeln der sphfirischen Geometrie, die yon 
G a u 1~ und C a y 1 e y herrfihreu. 

~) Dutch den Querstrich deuten wir den t~berganff zu konjugiert-kom- 
plexen Figuren oder zu konjngiert-komplexen Werten an. 

~) Wit beschrinken also vorl~ufig den Begriff des Speeres auf reelle,  
e igon t l i che ,  orientisrte Gerade. 
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mit der positiven Aehse der xk+ ~ zur Deekung bringt, soil um die, 
Aehse der ioositiven xk+ 2 (der Index ist nattirlieh naeh dem Modul 3 
za nehmen) im positiven Sinne erfolgen (vgl. Fig. 1, S. 210). 

Wit  wenden uns jetzt dazu, die Zuordnung zwisehen den 
Speeren und den Minimalebenen analytiseh zu formulieren. Ftir 
die Koordinaten zweier konjugiert-imagin~trer ginimalebenen haben 
wit [vgl. Formel (3*) in w 1] die Parameterdarstellung 

u o : % : u 2 : u.~ ~----- 2 i T :  ( 1 - - t  ~) : i ( l @  t 2) : - -  2 t  

uo : ul : us : us -~- 2i1= : (1 -~ -2 t ) : - - i ( l @ t  ) : - - ~ .  

Setzen wir jetzt z. B. I u~ u s us us I ~  P~ol~ so erhalten wit bei ge- 

eigneter Wahl des Proportionalit~ttsfaktors ? 

~o~-- t + - /  ~o~-------i t --)-  1-- t?-  
1-@ tT' 1@- t - ~  ' ~~ =---- 1 @ t t ;  

(1) ~ s - -  T § 1 6 2  ~ : . = - - ~  
(i + tT) ~ 

T - - ~ - -  (t = W--Y = T)  
(1 § tT) = ' 

~ 2  = ~  2 t "I'-J-t T (i') 

(1@ t)-) 2 

Die Verh~tltnisse der ~r~ sind die P 1 ttc k e r schen Linien- 
koordinaten der Sehnittlinie yon u mit g. Wi t  haben p so bestimmt~ 
dalii ~ 1 +  2 2 ~o.~+ ~o3 = 1 wird ; wir kSnnen daher die ~o~ als die 
Riehtungskosinus des Speeres, weleher der Minimalebene u zuge' 
ordnet wird, definieren. 

LSsen wit die Gleiehungen (1) noeh naeh t und T auf 

I 1 -b- Yo:~ - -  Yo~ - -  i Yo s ' 

(2) l T~-~- (1 @- ~os) (523 @ i~s~) - -  (~,~ @ i~o2) ~12 : 

(1 + os) 

(1 - -  ~os) (~=s - - ~ s ~ )  + (5~ - ~o~) ~1~ 

so haben wir die gewtinsehte Zuordnung erreieht. 
Wegen der unhomogenen Parameter entziehen sieh, wie sehon 

oben bemerkt wurde, die Minimalebenen des Bfisehels u 1 - - i u ~ - ~ - :  
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= 0, u 3 = 0 und daher die Speere, welehe zur Aehse der positiven xa 
gegensinnig parallel oder , , a n t i t a k t i s e h " ,  also zur Achse der 
negativen x~ , , s y n t a k t i s e h "  sind, unserer Darstellung.~) 

Aueh hier ist es zweekmal~ig, duale Verbindungen einzuftihren. 
Wir setzen 

S=t+~T ,  
(3) 

x~ = ~o~ § ~ ~ ,  x.~ = ~o~ + ~ ~ ,  G = ~o~ + ~ ~ 
(die Verh~iltnisse der X~ sind dann die daalen Strahlenkoordinaten 
yon S t u d y )  und finden an Stelle der Formeln (1) und (2) 

~4) xi s d- s s - -  S ~ i - s ~ 2) = - ,  G = - ~ - - ,  G =  =, (x)  l + S S  l + S S  l + S S  

~(5) S : x l  + i X 2  _ _  1 ---- X 3 . 

I -~- X~ -- Xi -- i X ~ 

Wir geben schliel~lich noeh an, wie sich die Koordinaten 
3~11, 3~ ,  3~3~ des Ful3punktes yore Anfangspunkte o auf unseren Speer S 
dtlrch die Parameter t, T ansdracken. Beachtet man nK~lich, dat~ 
die 3 ~  gleich den zweireihigen Determinanten der Matrix 

sind~ so erh~lt man: 

T - -  T +  t ~ 
3~ii = i 

(6) 

[i 3~23 ~31 3~12 ii 

~ - - P  T i ' §  T +  t~-~q-P I' 
(1 _~._ tT)~ , 3 ~  --~ (1.~_ t~_)2 , 

t T - - t T  
~ = 2i  

(1--~- tT) ~; 

_ (1 + ~o~) ( ~  - -  ~ . )  + ~ (~o~ + ~o~) ~ 

1) Die Ausdrlicke ,,syntaktisch a und ,antitaktisch" sind yon Herrn S t u d y  
eingefiihrt wordon. 

Man kann die angef i lhrbn Ausnahmen dadurch beseitiffen, da$ man mit 
Herrn G r i i n w a l d  ,unendllch-grol3e" duale GrSfien elnfiihrt. Doch l~uft dies 
natiirlich nut  darauf hinaus, fitr einen Grenztiberganff eine abkiirzende Bezelehnung 
einzuf'fihren. 

z) Der Querstrleh deutet aueh bier den Zeichenwechsel yon i (und nicht 
~twa yon t) an .  
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(8) T ~ -  (3~s ~-i~3~)--i(Ylt + iY2~) - -  (Y~3--iY3')--i(~'~ i3i2~). 
(1 -J-- Yo3) ~ - -  - -  (~o~ - -  lyon) '~ ' 

2 ~ ~ .~ .~ T T _ TT(1  -j-Yo3) 2. 

Wi t  wollen nun dazu ttbergehen, unsere Formeln za deaten 
und insbesondere zu ermitteln, welche geometrisehe Bedeutung die 
komplexen Zahlen t and T far den zugehSrigen Speer S haben. 
Wi t  fahren, um uns leiehter ausdrttcken zu kSnnen, noeh einige 
Bezeiehnungen ein. 

Wir nennen, wie dies sehon in den Formeln angedeutet ist; 
die Vektoren mit den Koordinaten 3~oi , 3~02 ~ 3~o~ ; 3~23 , 3~1: 3~1~ , 

~erner sei X der ,daMe 3~1 ~ 3~2 , 3~3 entsprechend 3~ ~, 3~. ~" 

Vektor" mit den Koordinaten X,, X~, X 3. Die geometrische Dea- 
tung der reellen Vektoren ist die folgende : Der Einheitsvektor 3~ ist zu 
dem Speere S syntaktiseh. Heftet man seinen Anfangspnnkt am 
Koordinatenursprung o an, so beschreibt sein Endpunkt , d a s  
s p h i i r i s e h e  B i l d "  des Speerraumes. Der Vektor ~ ist normal 
zur Verbindungsebene yon o mit dem Speere S und so geriehtet, 
da~ S im positiven Sinne um den in o angehefteten Vektor 
dreht. Seine L~nge ist gleich der Enffernung yon o and S. 3~ ist 
der Vektor, dessen Anfangspunkt in o and dessen Endpunkt -der  
Ful!punkt des Lotes yon o attf S ist. Bezeiehnet man das ,iiul3ere 

A 
Produkt" zweier Vektoren 3~ and ~ mit ~3~, 1) so bestehen die Be- 
ziehungen 

A A 
A ,,~ ~ ~ 

wobei z. B. (~1 ~._) das ,,innere Quadrat" (9) des Vektors ~ bedeutet. 
Aus den ersten drei der Formeln (1) entnimmt man, dal~ 

dureh die Angabe yon t das sph~risehe Bild eines Speeres bestimmt 
ist, und umgekehrt [vgl. die erste Formel (2)]. J3entttzt man die 
Ebene xl, x~ als Gaul~sehe Ebene Nr die komplexe Zahl t: so dag 
die positive reelle und die positive imagin~tre Aehse mit der Aehse 
der positiven x~ und x~ zusammenfallen, so erh~It man das spha- 
rische Bild aus der Gaul~schen Ebene d e r t  durch s t e r e o -  
g r a p h i s c h e  P r o j e k t i o n  a a s  d e m  , ,S t t dpo l "  s ( x a = x . z - - = O :  
xs ~-- - -  1) der Emheltskugel. 

Dureh die Angabe yon T wirdjetzt noeh die Lage des Speeres S 
in dem Btindel der zu ihm syntaktischen Speere festgelegt, und 
zwar in folgender Weise. Wir  tiberdeeken die Ebene xl, x~ noch 
mit einer Gaul3sehen Ebene ftir T, die ihren Anfangspunkt ( T :  0) 

a) d. h. ~aa ~ ~0~3~1~--3~oa2~ u. s. w. 
i~ona~sh, flit Ma~hemafik u. Physik. XXI. Jahrg.  14 
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t§  t--Y ) 
im Punkte t x 1 -  2 ~ x 2 - -  2 i  ~ x 3 = 0  hat undderenpo- 

sitive reelle und imagin~tre Achse zu den Achsen tier positiven x~ 
und x~ syntaktisch sin& D e r  Punkt t bildet sich stereographisch 

, 1 .  * O "  auf den Punkt t (ot  = ~) der Emheltsku.el ab~ der das spharische 
Bild des Speeres ist~ die Tangentialebene x in t beziehen wir nun 
~ t h n l i c h  auf die Gaul ] sche  Ebene der T~ und zwar s% da~ diese 
J~hnlichkeit die Umgebung des Punktes t auf die Umgebung yon t 

x~ 

/ 
/ 

l -  
. f  

J 
i 

I Juw 

/" 

f /" 

j / "  
j "  

Fig. 1. 

in erster Anni~herung ebenso abbildet~ wie die stereographische 
Projektion. In dieser Ahnlichkeit entspricht j edem. Punkte T 
( t + t  T + - T  t - - t  T - -  T ) 
x l =  2 - -~ 2 ' x 2 - -  2 i  -~- 2 i  ~ x ~ = 0  ein 

Punkt q (oq=3~-~-3~) yon z. Dreht man diesen im rositiven 

Sinne mn den Speer o t durch einen rechten Winkcl ,  so erhiilt 

man den Durchstol3punkt p (0 2 -~- ~ -J- ~=) der Tangentialebene 
in t mit dem gesuchten Speere S. 

Die _~hnlichkeit zwischen der G a u l3 schen Ebene der T und 
der Tangentialebene z kann man dadurch herstellen~ dag man zu- 
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mtehst die Ebene der T zentral aus dem Stidpol der Einheitskugel 
auf eine parallele und, wie wir uns denken wollen, horizontale 
Ebene dutch t projiziert und diese dann in b e s t i m m t e r  W e i s e  
um die horizontale Kugeltangente in t in die Ebene �9 hineinklappt. 
Die Ahnlichkeit ist eine ,e i g e n t 1 i eh e" (d. h. gleiehsinnige), wenn 

wit die Richtung der positiven x 3 tier Riehtung o t zuordnen. Als 
wiehtigstes Ergebnis merken wit an: 

H~tlt man  d e n W e r t  yon t l e s t  und lal3t m a n  T v a r i -  
ieren~ d. h. b e t r a e h t e t  man  e in  B a n d e l  s y n t a k t i s e h e r  
S p e e r %  so i s t  j e d e  N o r m a l e b e n e  de s  B t i n d e l s  a u f  d i e  
G a u l ~ s e h e  E b e n e  d e r  T s h n l i c h ,  u n d  zwar  in d e m  er- 
k t ~ r t e n  S i n n e  eigentllvh ~thnl ieh  b e z o g e n .  

Die Entwicklungen dieses und des vorigen Absehnittes sind 
zum Teile in der angegebenen Arbeit yon J. G r/i n w a ld enthalten, 
insbesonders die Zuordnung zwisehen Speeren und dualen Zahlen. 

Wir haben jetzt die zwei Abbildungen gefanden~ die far das 
l~ol~,encle grundlegend sinit: Zuerst die Abbildung der Speere auf 
die Minimalebenen (wir nennen diese im Folgenden kurz , d i e  
e r s t e  A b b i l d u n g " )  und damit auf die dualen Grsgen und an 
zweiter Stelle die Abbildung der Speere auf die ~dualen Punkte" X 
mit den Koordinaten X,, X~, X a auf der Einheitskugel (,,die 
z w e i t e  A b b i l d u n g " ) .  Die zweite Abbil.d.ung gibt uns C-elegen- 
belt, einen ausgedehnten Gebrauch von dem Ubertragungsprinzip aus 
der Geometric der Dynamen zu maehen. 

Es sei hier daran erinnert, welche Bedeutung tier ins duale 
Gebiet. er~eiterte V~inkelbegriff oder der duale spharische Abstand 
zweier dualer Punkte X (~) and X (2) der Einheitskugel ffir die zu- 
gehSrigen Speere S ~) und S (2) hat: Es entspricht ihm der (abge- 
sehen yore Vorzeichen mod. 2~ bestimmte) ,duale Winkel" der 
Speere S (~) und S (2), n~tmlich die duale GrSl~e 

(11) Winkel (S  (~), S (~)) @ ~ Abstand (S(~)~ S (~)) ~ a @ ejo. 

ftierbei sincl noch die Vorzeiehen der beiden Bestandteile an einander 
gebunden, welchem Umstande die geometrische Tatsache entspricbt~ 
da6~ sobakl die gemeinsame Normale der beiden Speero zu emem 
Speere orientiert ist, sowohl dem Winkel wie dem Abstande ein 
bestimmtes Vorzeiehen zuzuschreiben ist. Bezeichnen wir das ,innere 
Produkt" clef dualen Vektoren X (~) uncl X (~), d. h. die duale GrN~e 
X(~)X(~)@ ~(~) (~) ;V(~)X (~) mit (X(~)IX(2)) , so ist z. B. 

( 1 2 ) .  (X(')IX(2)) = cos a - -  sp sin %~) 

wie man dureh Sonderung tier skalaren und vektoriellen Teile leicht 
bestatigen kann. 

a) Vgl. Geom. der Dynamen, S. 205. 
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Im folgenden werden wir an einigen Stellen eine ,Bewegung" 
vom ersten Freiheitsgrade ztl betrachten haben~ die man dadurch 
herstellen kann, dal~ man eine (reell% eigentliehe) Gerade des be- 
wegten starren Raumes als Ganzes festh~tIt, wghrend man einen 
(reellen, eigentlichen) Punkt  dieses Raumes auf einer (reellen~ eigent- 
lichen) festen Ebene ftthrt~ die za der festen Geraden nicht 
parallel ist. 1) 

Nebenbei bemerkt, kann man zu dieser Bewegung aueh mit 
Hilfe unserer zweiten Abbildung kommen~ und zwar dureh folgende 
Betraehtung. Man stelle zuniiehst die zweigliedrige Gruppe dec 
dualen Drehungen mn einen dualen Durehmesser tier Einheitskugel 
so dar, dal] man die Tangente des halben dualen Drehungswinkels 
als Parameter einfiihrt. L~13t man dann diesen Parameter eine 
S t a u d t s e h e  ,Kette"  yon Werten durchlaufen, d. h. ein eindimen- 
sionales kontinuierliehes System yon (reell-) dualen Gr0gen, deren 
beliebige vier ein r e e l l e s  Doppelverh~tltnis bestimmen~ so wird 
aus der zweigliedrigen Gruppe eine eingliedrige Sehar yon dualen 
Drehungen herausgehoben. Dieser entspricht verm5ge der zweiten 
Abbildnng die eben definierte eingliedrige Sehar yon Schraabungen. 
In reehtwinkligen Punktkoordinaten kann diese so dargestellt 
werden : 

[ x: = x~ cos to - -  x 2sinto, 

(13) / x: = x~ sin to @ x~ cos to. 

[ oc .~=a sin t o @ x  a. 

to 
Ffihrt man tg-~- als neuen Parameter ein~ so erkennt man, 

dal~ jeder (eigentliehe) Punkt  des bewegten K0rper% der nieht auf 
der festen Geraden x~ ~ x~ = 0 gelegen ist, einen Kegelsehnitt dureh- 
l~uftl Dureh Aufl0sung der Gleichungen naeh den x k (It ~ 1~ 2~ 3) 
erkennt man, dal~ die inverse Bewegung eine Bewegung derselben 
Art ist. Da nun die Punkte sieh in festen Ebenen bewegen~ so 
mtissen bei der umgekehrten Bewegung die Ebenen durch t'este 
Punkte hindurehgehen. Daraus tblgt, dal3 bei unserer Bewegung 
die (reellen~ eigentliehen) Ebenen~ die nieht zu der festen Geraden 
parallel laufen und nieht auf ihr senkrecht stehen~ Drehkegel urn- 
htfilen. ~) Fttr a = 0 reduziert sieh die Bewegung attf die Gruppe 
de=t~j;ehu~gej~ um die feste Gerade. 

E s  sei hier noeh kurz auf einige Formeln aus der Differen- 
tialgeometrie der Regelfliichen hingewiesen~ deren wir uns spater 
bedienen werden. 

1) Diese Bewegung" ~bildef~ einen Sonderfall der all~eme]nsten Bewegung 
des Raumes, bei tier jeder Punkt allgemeiner Lage einen Kegelschnitt durehl/~uft 
Ygl. die Note I l l  yon Dar lboux] i a  der Cin4matique von K o e n i g ' s .  Paris 1897, 
bes. Nr. 2, S. 353 u. f. 

2) In S t u d y s Kinematik/wird diese Beweg'ung als2eindimensionale Kette 
yon Somen bezelehnet. Vg'l. Geom. d. Dynamen, Anhang. 
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Wir wollen einen reellen Zug einer analytischen Speer -  
mannigfaltigkeit yon einer komplexen Dimension ein S p e e r b a n d 
nennen und ein solches Band sell insbesonders z y l i n  d r i s e h  
heilSen~ wenn sein sph~trisches Bild sieh auf einen Punkt  redu- 
ziert. 1) Wir beschr~tnken unsere Betrachtungen anf nicht-zylindrische 
B~nder. 

Ist d a @ s dp  der duale Winkel zweier benaehbarter Speere 
eines Bandes, so nennt man die einwertig definierte GrSl3e 

(14) L =  dp 
da 

den Ve r t e i 1 u n g s p a r a m e t e r an dieser Stelle. Bentitzt man zur 
Parameterdarstellung des Bandes die Bogenlange ~ ihres spharischen 
Bildes: 3~-----3~(~), 3~-~-3~(~), 3~=3~(a), so ergibt sieh 

(15) L = (~' I ~') = (3~ ~' ~'), 

wenn wir durch die Striehe die Differentiationen nach a andeuten und 
durch den zweiten Klammerausdruck die Determinante I ~01 3~'0~ 3~'33 1- 

Den Fu~punkt der gemeinsamen Normalen eines Speeres mit 
dem benachbarten, nennt man den Z e n t r a l p a n k t  z. Es ist 

A 
(16)  = + = - ! + 

Bezeiehnen wir fiir den Angenblick den Ful~punkt des Lotes 
veto Koordinatenursprung o auf den betraehteten Speer S des 

_~- 
Bandes mit f {of~-~=}. Aus (16) ersehen wir,__ dal~ die (aueh 
ihrem Vorzeichen naeh definierte) Streeke A ~ - f z  die Liinge 

hat. 
Den Ort der Zentralpnnkte eines (nieht-zylindrisehen)Bandes 

nennt man die S t r i k t i o n s l i n i e .  Diese kann sieh aueh auf 
einen Punkt  reduzieren. 

Die dem Speere S verm~ge unserer ersten Abbildung des 
Speerranmes (w 2) zugeordnete Minimalebene bertihrt ihre Ein- 
hiillende langs einer Minimalgeraden, deren Sehnittpunkt mit S 
b genannt werden sell. Wir  werden b als den B r e n n p u n k t  des 
Speerbandes in S bezeiehnen. Es findet sieh die Beziehung 

(18) zb . . . .  i L .  2) 

1) Die Terminoloffie ist der des Herrn S t u d y  nachgebildet. 
2) l~agt man 3~, 3~ wieder zu einer dualen Verbindung ~(a)-@ e_~(a)~  X(a) 

zusammen, so ergeben ~-ch auger L noch sofort zwei weitere Bewegungsinvarianten 
der Speerb~nder 
(19) M §  ~N= (X X' X") 
od~ 
ag*) ~ = (~ ~, ~,,), iv = (~ ~, ~,,) + (~ ~, ~,,) + (~ ~, ~_',) 
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w 3. E n d l i c h e  G r u p p e n  v o n  S p e e r t r a n s f o r m a t i o n e n .  

Wir  bringen m m  die Uberlegungen des ersten Parag'r~phen 
in Verbindung mit den im zweiten angegebenen Abbildungen. 
Die Gruppe F~ der komplexen Bewegungen mit den l~{inimal- 
ebenen als Raumelement bildet sieh auf  eine zwotfgliedrige k0n- 
tinuierliche Gruppe yon (reellen)Speertransformationen ab~ die Wir 
mit  GI~ bezeiehnen wollen und die die Grundlage unserer Unter-  
suehungen bilden wird. t teben wir also hervor:  

D i ~ k o n t i n u i e r l i c h e G r u p p e G , 2  ~ w e l c h e  d i e S p e e r e  
a u s n a h m s l o s  t r a n s i t i v  u n t e r  e i n a n d e r  v e r t ~ u s c h g  
g e h t  v e r m S g e  d e r  e r s t e n  A b b i l c l u n g  a u s  d e r  G r u p p e  
d e r k o m p l e x e n B e w e g u n g e n  d e s E u k l i d i s c h e n R a t t m e s  
h e r v o r ~  w e n n  m a n  a l s  d e r e n  E l e m e n t  d i e  M i n i m a l -  
e b e n e  a n s i e h t .  D i e  G r u p p e  G~  e n t h a l t  d i e  G r u p p e  
t i e r  r e e l l e n  E u k l i d i s c h e n  B e w e g u n g e n  d e s  S p e e r -  
r a u m e s  a l s  ( n i c h t - i n v a r i a n t e )  U n t e r g r u p p %  d i e  in G12 
d a d u r c h  c h a r a k t e r i s i e r t  i s t ,  dal~ i h r e  T r a n s f o r m a -  
t i o n e n  m i t  d e r  Um]~ehrung ~) v e r t a u s c h b a r  s i n &  

Hieraus ergibt sich die MSgliehkeit~ Gebild% die gegentiber 
GI~ ~tqaivalent sind~ noeh einer weitergehenden Klassifikat[on gegen- 
fiber der Bewegungsgruppe zu unterziehen. 

Die Formeln (5) [fttr z = 1] and (7) des w 1 geben uns eine ana- 
lytische Darstellung yon G~.  Aus der Formel (7) folgt anderseits: 

D i e  Grup . . pe  GI~ g e h t  d u r e h  u n s e r e  z w e i t e  Ab-  
b i l d u n g  (das  U b e r t r a g u n g s p r i n z i p  d e r  O e o m e t r i e  d e r  
D y n a m e n )  h e r v o r  a u s  d e r  k o n t i n u i e r l i e h e n  G r u p p e  
d e r  ( e i g e n t l i e h e n )  ~ [ s b i u s s e h e n  K r e i s v e r w a n d t s e h a f -  
ten~ d ie  m a n  a u f  d e r  E i n h e i t s k u g e l  i n s  ( r ee l l - )  d u a l e  
G e b i e t  h i n e i n  f o r t g e s e t z t  h a t .  

.Ahnliche Formdn finc]en sich au Anfang des aweiten Bandes cl~r Linion- 
geometrie (Leipzig 1906) des Herrn K. Zindier,  wo die GrSl~en L, M, N der 

Reihe nach mit ~} ml ~1 - - , - - , -  bezdchnet werden~ doeh sind einige der clortlgen 
tO  {1} (O 

]~ormeln nleht geniigend vereinfaeht. 
Ist y ein beliebiger (eigentlicher) Punkt uncl ftihrt man fiir die inneren 

A 
Produkte des Yektors y - - z  mit den Einheitsvektoren ~, ~', gv ~ gg '  die Ab- 
ktirzungen "q~, "].a, ~3 ein, so dal~ 

(20) v = z + 'h ~e q- ~,~ a:' q-  "qa ~. 
"wird, so erhi~lt man durch Differentiation die ftir die Differentlalgeometrie der 

Regelflitchen grundlegende Formel 

~d:% . . . .  L } ~ ,  

die sieh in der (dem Verfasser nicht zug~tngliehen) Th~se yon Antomar  
(Paris 1894=) iqnden diirf~e. 

Wir bemerken nebenbei, dal] sich die Differentialgeometrie der Regelfi~tchen 
mittels des Ubertragungsprinz~ps der Geometrie der Dynamen mit gr[}fiter Leichtig- 
keit entwickeln und aueh weiterfiihren liil~t. 

=) Als ,Umkehrung" bezeichnet man: die Transformation 

welche jedem Speere den mit ibm a~-itaktlsch zusammenfallenden zuordnet. 
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Insbesonders geht die Untergruppe der Euklidischen Be- 
wegungen des Speerraumes hervor aus der Gruppe der (reell-)dualen 
automorphen Bewegungen tier Einheitskugel. Aus der ersten 
Formel (5) des w 1 entnehmen wit : D i e G r u p p e Gl~ v e r ta u s e h t 
d i e  B t t n d e l  s y n t a k t i s c h e r  S p e r r e  u n t e r  s ich.  D a s  
( r e e l l e )  s p h a r i s e h e  B i l d  v a n  G,2 i s t  d i e  G r u p p e  d e r  
eigentlichen M S b i u s s e h e n  K r e i s v e r w a n d t s c h a f t e n .  

Berttcksichtigt man jetzt die Bedeutung~ welche die komplexe 
Koordinate T eines Speeres ffir seine Lage im Btindel der ztt ihm 
syntaktisehen Speere hat, wie wir dies am Schlusso des w 2 er- 
t~rtert haben, so sehlie~en wit aus der zweiten Formel (5) des w 17 
in der z ~ 1 zu setzen ist: 

Z w e i  d u r c h  e i n e  T r a n s f o r m a t i o n  y o n  Gi2 a u f  
e i n a n d e r  b e z o g e n e B t i n d e l  s y n t a k t i s c h e r S p e e r e  s i n d  
s t e t s  so a u f e i n ~ n d e r  a b g e b i l d e t ~  dal~ N o r m a l e b e n e n  
d e r  B t i n d e l  a u f  e i n a n d e r  a h n l i c h  b e z o g e n  s ind,  u n d  
z w a r  e i g e n t l i e h  ahn l ich~  w e n n  man  d i e N o r m a l e b e n e n  
e i n a n d e r  so z u o r d n e t ,  da~ s i c h  d i e  R i c h t u n g e n  t ier  
S p e e r e  de r  b e i d e n  B f i n d e l  e n t s p r e c h e n .  

Dies ist infolge der unhomogenen Annahme unserer Koordi- 
naten flit die Btindel t ~ ~ noch nicht bewiesen, doch kSnnen 
dieso nattirlich keine Ausnahmestellung einnehmen, wovon man 
sich etwa dutch Ausfibung einer reellen Bewegung auf das Koor- 
dinatensystem fiberzeugen kann. 

Die naehst der Mannigfaltigkeit der Speere einfaehste Mannig- 
faltigkeit, deren Elemente ebenfalls nur yon vier Konstanten ab- 
hangen und durch Gi2 (transitiv) vertauscht werden, ist demnach 
die Mannigfaltigkeit der B t i s c h e l  s y n t a k t i s e h e r  S p e e r e .  

Betrachten wir d~s spharisehe Bild einer Transformation yon GI~. 
Da dieses eine konforme Abbildung ist, so geht~rt zu jedem Paar 
entsprechender Punkte t i t~ eia infinitesimales VergrSl~erungsver- 
h~ltnis. Das zugeht~rige VergrS~erungsverhiltnis in der durch stereo- 
graphische Projektion abgeleiteten Ebene hat, wie man aus der 
ersten Formel (5) des w 1 entnimmt~ den Weft 

t) + t)' 
wobei die Wurzeln alle positiv auszuziehen sin& Das Verh~tltnis 
fiir die Verwandtschaft auf der Kugel ist daher: 

s t :  st  " ] / ~  

st  ~ st~ (a i i - -~a l~ t ) (a  l l - ~ a i 2 t )  
worin die Strecken zwischen dam St~dpol s und den verschiedenen 
m i t t  bezeiehneten Punkten p o s i t i v  zu nehmen sind. Denselben 
Ausdruek findet man aber auch aus der zweiten Formel (5) des 
w 1 und naeh der am Schlusse des w 2 gegebenen geometrischen 
Deutung der komplexen ver~tnderliehen T ftir das Vergr~erangs- 
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verh~Itnis der Ahnlichkeit zwischen den Normalebenen auf die zu 

o t und o t: syntaktisehen Speere. Berficksichtigt man aul~er dem 
d t  ~ 

absoluten Betrage yon ~ -  auch noch das Argument dleser kom- 

plexen Zahl~ so findet sieh schliel]lich: 
Es sei S - - ~ - S  ~ eine Transformation yon GI~ und t - - ~ - t ~  

ihr spharlsches Bild. Wit  beziehen die Tangentia|ebenen z und z* 
in t und t* an die Einheitskugel, derartig eigentlich ~thnlich auf 
einander, da[~ diese Jkhnlichkeiten in der infinitesimalen Umgebung  
der Punkte t und t* mit der Kreisverwandtschaft t -~t* tiber- 
einstimmen. Andererseits ist die Ebene x auf x~ ebenfalls eigentlich 
~hnlich bezogen durch die Transformation S :* S*, wenn wir die 

t ~ beiden Ebenen als Normalebenen der zu o t u n d  o ~ syntaktischen 
Speerbiindel ansehen und die Ful~punkte entsprechender Speere 
einander zuordnen. Nehmen wit jetzt einen beliebigen (reellen~ 
eigentlichen) Punkt p yon x*, ihm entspricht in der ersten _~hnlich- 
keit ein Punkt p~ yon z~ diesem entspricht weiter in der zweiten 
Ahnlichkeit ein Punkt p~ yon ~ so dal] also in z* eine eigentliche 
Jkhnlichkeit/~-~- p 2 entsteht. D i e s e  A _ h n l i c h k e i t  i s t  nun  e i n e  
blol~e Schiebung in d e r  E b e n e  z*. 

Darunter~ dal~ die erste J~hnlichkeit zwischen den Ebenen 
und ~ im Infinitesimalen mit der Kreisverwandtschaft fiberein- 
stimmt~ man k(innte vielleicht nuch sagen: diese Kreisverwandt- 
schaft in den Punkten t und t: ,beri ihrt" ,  wollen wir verstehen~ 
dai~ das Vergrsfierungsverhitltnis dcr Ahnlichkeit mit dem infini- 
tesimalen Vergriii3erungsverh~tltnis der konformen Transformation 
t - ~ - t :  iibereinstimmt und daI~ die Ahnlichkeit die orientierten 
(mit einem Durchlaufungssinn versehenen) Linienelemente oder Fort- 
schreitungsrichtungen yon t u n d  t: in der gleichen Weise auf- 
einander bezieht, wie die Abbildung t - ~ - t * .  Der geometrische 
Sinn dieser etwas langatmigen Erkl~rungen ist ja sehr einfach. 
Wir bemerken gleich hier, daft die drei letzten Eigenschaften nicht 
bloI~ der Gruppe Gxe sondern auch einer im Sinne yon L i e  ,un- 
endlichen" Gruppe yon Speertransformationen zukommt, die ver- 
mSge unserer zweiten Abbildung des Speerraumes aus der ins (reell-) 
duale Gebiet hinein fortgesetzten eigentlich-konformen Transforma- 
tionen der Einheitskugel hervorgeht. ~) 

Wir erweitern jetzt die kontinuierliche Gruppe G~ durch 
Adjunktion einer diskreten Gruppe yon vier involutorischen und 
daher vertauschbaren Transformationcn zu einer aus vier konti- 
nuierlichen Scharen bestehenden g e na i s c h t e n Gruppe. Die Trans- 

a) N~heres bieriiber in w 10~ wo sich auch ein anderer  Beweis fiir unseren 
Lehrsa tz  finder. 
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formationen der beizaftigenden diskreten Gruppe sind 

S * : S ;  t* - - -  t~ T *  : T 

Identitlit 

(1) 
die folgenden 

S * :  ~ ;  

~ 1  = ~01~ { 

S * =  ~ ; 

(13) ~ _ _  ~ ,  

~1~ =--Yl~, 

S * = .  ~r ; 

~01 :--" 01 
(1~) ~ : - -  :~2~, 

~iI : Yil, 

t* = t ~ T*- - -~- -T  ; 

t * :  t- ~ T = I -~ . 

t * -  T T* ~' ; 

aul3er der 

(~) 

/ 
(~ , )  

Dabei deuten wir durch den Quers t r ich  den Zeichenwechsel 
yon i und dureh den Circumflex den yon e an. Die Transformation 

kann man zusammensetzen aus der Spiegelung am Ursprunge 

_ ~ * = - - 3 ~ ,  _3Z*= 3~J, ebenso ~ aus der Umwendung a n  der Axe 
der x~ mit der Umkehrung. ~ ist die Spiegelung an der Ebene 
x~ = 0. Ubt  man nun vor oder nach allen Transformationenvon GI~ 
die Transformation ~k (k = 1, 2~ 3) aus: so erhi~lt man die Trans- 
formationen einer Schar~ die wit H (~) nennenwerden.  Wir k(innen ---12 
dies dureh die Formeln ausdrt~eken: 

(2) 
G12 ~2 = 

G12 ~3 = 

1) Dadurch soil ausgedriickt 
(nicht etwa mit j e d e r  e i n z e l n o n  

GI~E = %  Gt~-----G~ 

Gi2 ~1 ~1 "~ __ 9(1) (9"12 - -  AA12 

% = n 2:, 
~3 GI~ H(3) 1) --12 " 

sei~r, daft ~k mit tier g a n z e n  Gruppe Ga~ 
Transformation yon GI:) ver tauschbar  ist. 
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Man nennt nach C. S e g r  e die Transformation~ welche jedem 
Element sein konjugiert-komplexes zuordnet~ das ,K o nj u g i u m "  
und die Transformation~ welche dutch Zusammensetzung des Kon- 
jugiums mit einer komplexen Bewegung oder Umlegung entsteht~ 
eine , A n t i b e w e g u n g "  oder , , A n t i u m l e g u n g " l ) .  Es ergibt sich 
nun~ wenn man beaehtet, daft sich das auf die Minimalebenen 
angewandte Konjugium auf die Umkehrung im Speerraume ab- 
bildet : 

D u r c h  u n s e r e  e r s t e  A b b i l d u n g  des  S p e e r a u m e s  
g e h e n  i i be r  

d i e  k o m p l e x e n  B e w e g u n g e n  in GI~ , 

d i e  k o m p l e x e n  U m l e g u n g e n  in H(~)~ 

d i e  k o m p l e x e n  A n t i b e w e g u n g e n  in H}2], 

d i e  k o m p l e x e n  A n t i u m l e g u n g e n  in  H (a) 
- - 1 ,  ~ �9 

D i e  a n a l y t i s e h e  D a r s t e l l u n g  d e r  S e h a r e n  Gls ~ 
H(~) H (:) H ~  

1 2  ) - - 1 2  ~ - - 1 2  

S ~ __ A~I ~ A~2 S 

S ~ = A~I @ A~2 
All -JU A12 } '  (H~;)) 

(4) A~I + A~ N 

S ~  ~ Al l  @ A 2 2  S (HO)5 
All @ A,~ S 

w o b e i  s t e t s  d e r  s k a l a r e  T e i l  y o n  ( A l t A 2 ~ - - A l ~ A . 2 : ) v o n  
N u l l  v e r s c h i e d e n  a n z u n e h m e n  ist. 

(k) 
Wir bemerken, dal3 jede der Seharen H~ zusammen mit GI~ 

eine Gruppe bildet und dal~ die vier Gruppen G ~  (G~, H(7~)5 in- 
--~12 ] 

variante Untergruppen der umfassenden Gruppe (G~e , H~(2)~ --12 H(2)~ H~2(3)) 
sind. 

(A) D a s s p h ~ t r i s e h e B i l d d e r G r u p p e ( G ~ 2 ,  __~:H0)~ is t  d i e  
G r u p p e  d e r  ( r e e l l e n )  eigentlichen K r e i s v e r w a n d t s e h a f t e n ~  

17 (~) H (~) d ie  S e h a r  der  uneigentlichen d a s  d e r  S e h a r e n  __~__~ 
K r e i s v e r w a n d t s c h a f t e n  u n d  be i  d e r  Gruppe(G~:~ H ~ )  
w e r d e n  d i e N o r m a l e b e n e n  (~undz  ~) a u f  e n t s p r e e i ~ e n d e  
B t i n d e l  s y n t a k t i s e h e r  S p e e r e  eigentlich-ahnlieh~ bei  d e r  

1) Dieso Bezelchnungen slnd donen des Hertn Segre nachgebildeL Man 
kSnnte vlelleicht besser ,,Gegenbewegung" und ,Gegenumlegung" sagen, doch 
wollen wit hior die obige Terminologle anwenden, um die Analogie mit sp~teren 
Uberlegungen (w 9, w 10) besser hervortreten zu lassen. 
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S c h a r  (H[22), H}~ )) uneigentlich-r~hnlich a u f e l n a n d e r  be- 
zogen .  I n  d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  ~* f i n d e n  be i  d e r  
G r u p p e  (G12 , H (3)) Schiebungen p -~,-p~ 1) be i  den  S e h a r e n  

12 

T_#I) ~(2) Spiegelungen an Punkten s t a t t. 
Die Kreisverwandtsehaften au~ der Kugel sind bekanntlieh 

k o n fo r  m e Abbildungen. Ubertriigt man dies zunitehst a u f  die 
d u a l e n  Kreisvervvandtsehaften tier Kugel und dann mittels der 
zweiten Abbildtmg auf den Speerraum~ so erhitlt man folgendes. 

Es sei S---~ S* eine Transformation der Gruppe GI~ und S~ S* 
ein Paar zugeordneter Speere~ ferner S~ S~ zwei zu S ,benaeh- 

* S* dis entspreehen- barte" (zu S nieht-syntaktisehe) Speere und S1~ ~ 
den~ zu S* benachbarten Speere. N~ sei die gemeinsame Normale 
yon S~ S~, die wir so zu einem Speere orientieren~ dag die Ent- 
fernung ihrer Sehnittpunkte mit S~ S~ in dieser Reihenfolge p o s i t i v 
ausfallt. Analog orientieren wit die gemeinsame Normale N*~ yon 
S*~ S~*. ~) Dann ist der aueh seinem Vorzeiehen naeh (mod2~:) be- 
stimmte duale Winkel (NI~ N,~) (his auf Vielfaehe yon 2::) gleieh 
dem ebenso bestimmten dualen Winkel (N1, Ns ). 

Wir wollen dieser Beziehung noeh einen etwas anderen Aus- 
druck geben. Zu dem Zwecke legen wit um den Speer S als 
Drehaehse eineu Drehzylinder d) mit dem Halbmesser • 1 and 
nennen n den ,Austrlttspunkt des Speeres N 1 aus (I). Analog ken: 
struieren wit den Austrittspunkt n* yon N~ aus dem Drehzy]inder O~., 
der S* als Aehse hat. Variiert man nan S Lund  entsprechen S~ 
so durehlaufen die Pankte n, n* die Zylinder (I), d)* S% daI~ sie 
ein-eindeutig aufeinander bezogen sind: 

(B) D i e  B e z i e h u n g  n--~-n* d e r  D r e h z y l i n d e r  (I)~d)* 
um S p e e r e  S~S~ d ie  e i n a n d e r  in e i n e r T r a n s f o r m a t i o n  
y o n  GI~ z u g e o r d n e t  sind~ w i r d  d u r e h  e i n e  Bewegung v e r -  
m i t t e l t ,  d i e  d i e  A e h s e n  S~ S* gleichsinnig z u r  D e e k u n g  
b r i n g t .  

Dttrch Aus~ibung der Transformationen ~ ~ ~:~ s hieraus 
welter : 

(B~) F i i r  e i n e  T r a n s f o r m a t i o n  S - - ~ S *  y o n  H~ ) 
w e r d e n  d i e  A b b i l d u n g e n  n---~-n* d u r c h  Umlegungen ver-  
m i t t e l t ,  w e l c h e  d i e  o r i e n t i e r t e n  Z y l i n d e r a c h s e n  S,S* 
gegensinnig z u r  D e e k u n g  b r i n g e n .  

(B~) I n  __~H (~) s i n d  d i e  B e z i e h u n g e n  n - ~  n* Bewegungen, 
d ie  d i e  D r e h a e h s e n  gegensinnig z u o r d n e n  und sehliel~lieh 

(B~) in H~ ) Umleyunyen, w e l c h e  d i e  A c h s e n  gleichsinnig 
a u f e i n a n d e r  b e z i e h e n .  

1) Vgl. oben S. 216. 
3) Die Speore N/~ _N/~ sind natiirllch im allgemeinen einander in S--~ S* 

n i c h t zugeordnet. 
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Gehen wir wieder auf die Betrachtung einer Transformation 
S--~-S* der Gruppe G1~ zurfick und nennen den infinitesimalen 
dualen Winkel yon S mit S 1 (da -~- ~dp) und analog (da* -~ zdp*) 
den yon S* mit S~. ~us bekannten Eigenschaften der konformen 
Abbildungen ergibt sich~ wenn man sie ins duale Gebiet fiber- 
tr~gt, daft 

ist~ wo der (abgesehen vom VorzeiChen bestimmte) (reell-)duale 
Faktor (a~-J-~b~) nur yon der Wahl des Speeres S~ nicht aber 
yon der Wahl des zu diesem benachbarten Speeres S 1 abhangt. 
Aus dieser Gleichung fo]gt welter 

{ c l~*=as .d% 

(5) dp* = b~. d a --{- a~. dp 

und, wenn wir die Beziehungen 

dp = L, dp* __ L* 
da da* 

einffihren 

worin die GrSl~e c~ ~ b~:a~ eindeutig definiert ist. 

Wir kSnnen dieses auch so ausdriicken und verallgemeinern: 

(C) F i i r  e i n e  T r a n s f o r m a t i o n  S--~-S* a'us (G~2 ~H~ ) 
b e s t e h t  z w i s c h e n  d e n  V e r t e i l u n g s p a r a m e t e r n  L, L* 
an  e n t s p r e c h e n d e n  S t e l l e n  S, S* e n t s p r e c h e n d e r  
S p e e r b ~ n d e r  e i n e  B e z i e h u n g  

(6) L* = -t- L § ~,  

wo d i e G r S l ~ e  c~ n u r  y o n  d e r W a h l  des  S p e e r e s S ~  n i c h t  
a b e r  y o n  d e r  W a h l  des  h i n d u r c h g e h e n d e n  B a n d e s  ab- 
h ~ n g t .  

D ie  a n a l o g e  B e z i e h u n g  f t i r  d ie  S c h a r e n  H~I~ ) u n d  
H~ ) h a t  d ie  F o r m  

(6*) L . . . .  Z -~- c~. 

Aus unseren Formeln ffir die Speertransformationen ergibt 
sich anderseits : 

S i n d  zu d r e i  S p e e r e n  Sk (,~ : 1~ 2~ 3) d ie  e n t s p r e c h e n -  
d e n  $1: gegeben~  so is t  d a d u r c h ~  f a l l s  in k e i n e m  d e r  
b e i d e n  T r i p e l  z w e i  S p e e r e  s y n t a k t i s c h  s i n d  i j e  e i n e  
T - a n s f o r m a t i o n .  aus  G~2~tt(1)__~2~ H(2)~2 u n d  H~ 2(3) b e s t i m m t .  
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Fragen wir jetzt n~ch allen Tranaformationen yon (GI~; H (1) 
1 2  

H(~) rg(3h deren sphi~risehes Bild die Identitiit {~* = ~} 
ist. Da erhalten wir zuniichst in G12 eine invariante Untergruppe 
G 6 yon vertausehbaren Transformationen, die durch die erste Ab- 
bildung mit der Gruppe der komplexen Schiebungen zusammen- 
hi~ngt : 

t § ~ t: 
(7) T *  = T@ c~i @ 2 cI. t -~- %. t ' .  

Analog gibt es in der Schar H (1> die Schar T4 (~) welche 
~ 6  - - - 1 2  

dureh die Formeln (7) dargestellt wird, wenu man reehts fiir T 
- - T  sehreibt. Die Gruppen G~ (G6~ H~ 1)) sind beide i n v a r i a n t e  
U n t e r g r u p p e n  der umfassenden Gruppe. Schneidet man zwei 
entsprechende Biindel syntaktiseher Speere darch ein und dieselbe 
Normalebene T, so entsteht in dieser Ebene eine Transformation 
P - ~ P *  zwisehen den Ful~pankten entspreehender Speere S~ S~ 
und zwar ist diese eine Schiebung. 

VermSge der ersten Abbildung des Speerraumes entspricht 
der Gruppe G 6 die Grulope der komplexen Sehiebungen. Man kann 
jede komplexe Schiebung (x o ~ x o ~ lo) 

x*=k x k@a~:  @ i b k { l ~ : l  , 2, 3; aTe=a-k, b~ -~b k}  

zerlegen in die Aufeinanderfolge einer reellen Schiebung 

X k ~ X k @ a k 

und einer rein imaginaren 
r 

(S) x~ = x~ ~-  i b~. 

Bie reellen Sehiebungen bilden sieh nat~trlieh auf dieselben 
Schiebungen des Speerraumes ab. Wir wenden uns daher gleieh 
zur Betrachtung der dreigliedrigen Gruppe der rein-imaginaren 
Schiebungen. Man erh~tlt zun~chst in Ebenenkoordinaten 

u o --- u o - i b l u  1 - - i b ~ u ~ - - i b 3 u  ~ , 
(9) 

uT~ uT~ , {/c-- 1, 2, 3} 

und hieraus in Speerkoordinaten~ wenn wir dan Vektor mit den 
Koordinaten bi mit ~ bezeiehnen 

- -  - -  A 
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Am einfaehsten folgert man aus der ersten und letzten dieser 
Formeln folgende Konstruktion des Speeres S* aus dem Speere S: 

M a n  u n t e r w i r f t  S e i n e r S c h i e b u n g  d u r e h  d e n V e k -  
fo r  ~ d r e h t  d a n n  d e n  so e r h a l t e n e n  S p e e r  um d e n  
u r s p r t i n g l i e h e n  S d u r e h  e i n e n  p o s i t i v e n  r e e h t e n  
W i n k e l ;  d e r  a u f  d i e s e  A r t  g e f u n d e n e  S p e e r  i s t  S*. 

Diese kontinuierliehe dreigliedrige Gruppe yon vertausehbaren 
Speertransformationen hat sehon A. R i b a u e o u r  betraehtet 
und Herr J. Gr t inwa ld  hat ihre Transformationen , ,Quersehiebun-  
gen"  genannt (,,Quersehiebung gegen den Vektor ~"). 1) 

Betraehten wir zwei beliebige (nieht-zylindrisehe) Speerb~nder~ 
die einander in der Quersehiebung zugeordnet sind. Die zu diesen 
B~ndern geh0rigen Grsl3en L, A, L*, A* [vgl. die Formetn (15) und (17) 
yon w 2] stehen~ wie man dutch Differentiation yon (10) naeh der 
Bogenl~nge des gemeinsamen spharisehen Bildes der Bander finder, 
in der Beziehung: 

I L* = L -- (~ [ ~), 
(11) / A* ~--- A, 

Der Gruppe (F14 , X~) der komplexen Ahnliehkeiten und 
Anti~hnliehkeiten entsprieht vermSge der ersten Abbildung eine 
Gru.ppe (GI~ , HI~ ) yon Speertransformationen. Diese besteht aus 
zwm kontinuierliehen Seharen~), deren eine G14 die Seharen 
G~2 , H~(~ ) uncl deren zweite HI~ die Seharen HI(~ ), H~(~ ) enthalt. 
( Gn,  H (1) H(2) (~) --1~ ~ --a~ H~ ) ist eine invariante Untergruppe yon (G1, ~ H~4). a) 

Eine umfassender% ebenfalls invariante U..ntergruppe (G13 , His ) 
yon (Gl~, H14 ) entsprieht den komplexen Ahnliehkeiten, welehe 
die Strecken in einem Verhaltnis yore absoluten Betrage Eins ver. 
~ndern. 

Die analytische Darstellung der Gruppe G~4 wird uns dutch 
die Formeln (5) des w 1 geliefer% wenn wir die komplexe GrtSge • 
beliebig, yon Null versehieden wahlen. Schreiben wit links an 
Stelte yon t, T t and I'~ so ergibt sieh eine Darstellung fttr H~ .  
Besehranken wir x auf Zahlen vom absoluten Betrage Eins, so 
erhalten wit entspreehend die Formeln ftir GI~ und HI~. 

Um Y o n  der Gruppe (G~, / /~) )  zm" Gruppe (G,~, H~s) auf- 
zusteigen, gentigt es, die eingliedrige GrupR 9 zu adjungieren~ welehe 
der Gruppe yon komplexen~ perspektiven Ahnliehkeiten entsprieht, 
die den Anfangspunkt in Ruhe lassen und die Streeken in Ver- 
hi~ltnissen vom absoluten Betrage Eins verandern. Diese kSnnen 
wir in Ebenenkoordinaten so darstellen: 

a) Vg]. Ribattcour a. a. O. S. 44, J. Griinwald a. a. O. $. 129. 
~) Es sol daran erinnert, dag dio Gruppe der ~/.hnlichkeltstransformationen 

im reellen Gebiote gemisch t, im komplexen hingegen kontinuierlich ist. 
~) Auch GI~, (G~, H~ )) sind in (G~:, H~) invariant enthalten, nicht abet 

12 )" 
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/ * ~ 
U o "--  e*t~ Uo~ {~ 

u ~ - ~ , ~  , { k =  1 , 2 , 3 } .  

Um dana welter zur Gru pe (GI~, HI~) a~fzusteigen~ braueht 
P , ,  . , ~ 

man nur mehr die reellen, perspektiven Ahnhehkelten hmzu- 
zuft~gen~ die den Anfangspunkt in Ruhe lassen. 

Unsere Formeln (12) in Ebenenkoordinaten ergeben fttr die 
Speerkoordinaten t, T 

t*~t~ 
(13) T* = e i~ T. 

Daraus ergibt sieh naeh unserer Deutung der Zahlen t and T 
sofort folgende Konstruktion: Um zu e i n e m  S p e e r e  S d e n  
e n t s p r e c h e n d e n  S ~ zu f inden~ d r e h e  m a n  S u m  d e n  
d u r c h  d e n  U r s p r u n g  s y n k t a k t i s c h  g e l e g t e n  S p e e r  
d u r c h  den  W i n k e l  ~. 

Aach diese Transformation~ die man auch in der Form: 

(14) ! ~ -~- ~ cos ~ 2 r- ~ sin ~ -~- ~ cos ~ --~ ~ sin ~, 
| A 
tF=  cos 

ansehreiben kann~ finder sieh sehon bei R i b a u e o u r  und Herr 
J. G r t t n w o . l d  nennt sie S e h w e n k u n g  durch den Winkel 
bezfiglieh des Ursprunges, ~) Von besonderer Bedeutung ist die 

"x 
Transformation yon der Periode Vier~ die man flit ~ { m o d  2~} 

erhalt und die wir kurz die ( pos i t i ve )  S e h w e n k u n g  (bezfig- 
lieh des Ursprunges) nennen wollen. Die inverse Operation oder 
auch die dritte Potenz des Schwenkungsprozesses ist die negative 
Sehwenkung. Die positive Schwenkung wird (lurch die Formela 
gegeben 

t~-~--t~ T * ~ i T ;  
(15) ~ - -  2e, 2~ ~ --~ A ~:~ A 

Die Substitution der ztt zwei (nicht-zylindrischen) Speerb~ndern, 
die in der Schwenkung dureh den Winkel ~ zugeord~et sind, ge- 
hSriger~ Gr~Sgen L, A hat hier die Form 

L* ~- L cos ~ ~ A sin ~, 
(16) 

A* = L sin ~ + ~. cos ~. 

~) Ribaucour a. a. O., S. 94, J. Griinwald a. ~. O., S. 1~1, 13~. 
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Insbesondere ist far ~-~- r .  
2 

(17) L* = - -  A, 5* ~-- L.  

Diese bemerkenswerte Formel (17) wird uns spi~ter gute 
Dienste leisten. 

Ftigt man in der zweiten Formel (7) reehts noeh den komplexen 
Faktor  z hinzu, so hat man eine analytisehe Darstellung der invarianten 
Untergruppe G s yon (G14 , H~4 ) derea sphitrisehes Bild die Iden- 
titgt ist (t~-t). BesehrStnkt man x auf Werte yore absoluten 
Betrage Eins, so erhltlt man die weitere invariante Untergruppe 
G7 yon (G~, g~3). 

Deuten wir invariantes Enthaltensein durch Pfeile an, so 
kSnnen wir folgendes Schema aufstellen : 

~ph~risches Bild: Identiti~t, oigentliche~ 

7 + - - ~ - - G l s  , 

~, G G~, H~, 

Qneigentl. Kreisvorwandtschaft en. 

H~., H1,. 

Es seien G {/~ = 1, 2, 3 4} vier Speere, yon denen keine zwei 
synktaktiseh sind. DaS Doppelverhitltnis 

~} = k~3 Sl"  S4 - -  L~1 - -  ~1 @ ~ 82 + s (83 + i 84) , {ak = ~c = ~k} 
$3 - -  Ss " $4 - -  S~ 

der  zugehSrigen komplex-dua!en Zahlen 

hat dann einen bestimmten Wert, dessen skalarer Teil nJeht ver- 
schwindet, wenn keiner der Speere S k dem Biindel t = cx) ange- 
h(Sr b was man  dutch geeignete Wahl  des Koordinatensystems stets 
vermeiden kann. Die reellen Zahlen 8 k sind absolute Invarianten 
gegenttber der Gruppe Gls der linearen, komplex-dualen Substita- 
tionen yon S. Bei einer Transformation yon H~  ) itndern hingegen 
8a und 8,~ bei einer von H(~ )~ 8~ and 8 4 und schlieNieh bei 
einer Transformation yon H~  ) gndern 8 2 und 8 a ihre Vorzeichen. 
Bei einer Transformation yon GI~ (vgl. die Formel (5) des w 1) 
bleibt 81 -~i8~ unge~tndert~ wahren4 8 3 @-i8~ mit der komplexen 



Geometrie der Speere. 225 

Zahl X multipliziert wird. Be i  H ~  endlieh ist 8 ~ ~ ~* " 1 ~ 017 02 "~-- - -  02~ 

Wir werden einen reellen Zug einer analytisehen Speer- 
mannigfaltigkeit yon zwei komplexen Dimensionen eine S p e e r -  
m e m b r a n  nennen. Wir wollen nun im Folgenden zun~tehst die- 
jenigen algebraisehen, irreduziblen Speermembranen betraehten~ 
welehe die Eigensehaft haben~ dab das Doppelverhaltnis yon vier 
beliebigen Speeren de r  Membran~ die tiberhaupt ein bestimmtes 
Doppeiverhi~ltnis definieren~ emem der drei Gleiehungssysteme 
gentigt : 

1) 8 ~ r  

2) 8 3 ~ 8~ ~ 0 

3) G = ~3 = 0 

ferner die Speerbande B ftir welehe 

(19) 83 ----- 83 ---- ~ ---~ 0 

ist. Dabei schliel~en wit noeh den Fall yon vorne herein aug dab 
nile Speere einer tier zu betraehtenden Mannigfaltigkeiten einerlei 
Riehtung llaben, d. h. einem Btindel syntaktiseher Speere ange- 
hSren, wobei alle Doppelverh~tltnisse zun~tehst unbestimmt werden. 
Wir  nennen die Membranen 1. ( S p e e r - ) G a r b e n ~  2. ( S p e e r - )  
K u g e l n ,  3. ( S p e e r - ) Q u i r l e  nnd die Bi~nder ( S p e e r - ) K e t t e n .  ~) 

Aus dieser Definition sehlielgt man~ dag Garben~ Kugeln~ 
Quirle und Ketten, yon deren Existenz man sich an Bei- 
spielen leieht ttberzeugen kann, dutch die Transformationen yon 
(GI~ --127 H(1) - - ~  H(~) H(a)~la, wieder in gleiehartige Mannigfaltigkeiten ttber- 
geffihrt werden.  Die Garben und ebenso die Ketten werden aueh 
noeh durch die Gruppe (G14 ~ HI~ ) unter einander vertauseh b nicht 
mehr abet im Allgemeinen die Kugeln und Quirl. Diese ordnen 
sieh dem Mlgemeineren Begriffe der , ( S p e e r - ) W i r b e l  ~ nnter, 
der dutch die Beziehungen 83 ~ 0, 83 : 8, ~ const, charakterisiert 
ist. Dutch den Sehwenkungsprozel~ werden die Kugeln in Quirle 
fibergeftihrt und mngekehrt. 

Za  einer v0rlaufigen Orientierang bemerken wir, dal3 die 
Ketten yon neun~ die Garben, Kugeln und Quirle yon sechs und 
die Wirbel yon sieben (reellen) Konstanten abh~tngen~ ferner~ dat~ 
alle Membranen und Biinder jeder einzelnen dieser versehiedenen 

1) Herr E. v. "Weber hat eine geometrische Deutang der Invarianten 81 
angegeben a. a: O, S. 402 u. f. Wir bemerken nebenbei, daft diese aus der Deutung, 
die M~Sbius ftir das komplexe Doppelverhaltnis yon vier Punkten dner Kugel 
angegeben hat, mittels des Ubertragungsprinzips der Geometrie der Dynamen 
unmittelbar entnommen werden kann. 

~) Vgl. bei J. Grlinwald w 19, 8. 132 u. f. Ich habe rair hier erlaubt, 
die Terminologie des tterrn GriinwMd, vonder a.a,O, ja fast gar kein Ge- 
brauch gemacht ist, viillig umzustol3en. 

Monatsh. far  IVlathematik u. "Physik. XXI  Jahrg. 15 
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Familien mit Ausnahme der Wirbel schon dureh GI~ ausnahmslos 
transitiv vertauseht werden, w~ihrend die Wirbel gegentiber G~2 eine 
absolute Invariante (ga :~ )  enthalten und erst durch G~3 transitiv 
vertauseht werden. 

w 4. Speergarben und Speerketten. 

Wir k~nnen sofort eine Mannigfahigkeit yon Speeren angeben~ 
die unserer Definition der Speergarben genfigt: die Gesamtheit der 
Speere dutch den Ursprang. Far diese ist T =  0, also sind alle 
Doppelverh~ltnisse yon vier Speeren dutch den Anfangspunkt, da 
Sk ~--- tk (k = 1, 2, 3, 4) wird, skalar, d. h. gewShnliehe komplexe 
Zahlen. Die vermSge der ersten Abbildung zu diesen Speeren ge- 
h0rigen Ninimalebenen ge.hen aueh alle dureh den Koordinaten- 
anfangspunkt hindureh. Uben wir auf diesen Minimalkegel irgend 
eme komplexe Bewegung aus, so geht der reelle Anfangspunkt in 
irgend einen eigentliehen komplexen Pankt fiber. 

W i r  w o l l e n  d a h e r  u n s e r e  D e f i n i t i o n  d e r  S p e e r -  
g a r b e n  d a h i n  p r ~ z i s i e r e n ,  dal~ ~vir j e d e  S p e e r m e m -  
b ran ,  d i e  d u t c h  u n s e r e  e r s t e  A b b i l d u n g  a u f  e i n e n  
h l i n i m a l k e g e l  (d. h. d i e  G e s a m t h e i t  d e r  M i n i m a l -  
e b e n e n  d u t c h  e i n e n  eiye~tlic]~en P u n k t )  b e z o g e n  w i r d ,  
e i n e  G a r b e  n e n n e n .  

:~{an best~tigt leieht, dal~ durch diese neue Definition~ dutch 
welehe die Speergarben umkehrbar eindeutig" auf die eigentliehen 
komplexen Punkte des Raumes bezogen sind~ s ~t m t l ie  h e irredu- 
ziblen Membranen geliefert werden, die der ersten Definition ge- 
ntigen and umgekehrt~ ferner, dal~ die Garben seehs reelle (drei 
komplexe) Konstante enthalten und dutch G12 untereinander tran- 
sitiv vertauseht verden. Da sehon dutch die r e e l l e n  Ahnlieh- 
keitstransformationen die eigentliehen imagin~tren Punkte transiti;- 
vertauseht werden, so kOnnen wir gegentiber dieser ,Hauptgruppe" 
nur zwei versehiedene Arten yon Garben unterseheiden : Die ,,a ll- 
g e m e i n e n "  Garben, welehe den i m a g i n ~ r e n  (eigentliehen) 
und die , , N u l l g a r b e n " ,  welehe den r e e l l e n  (eigentliehen) 
Punkten entspreehen. Diese letzteren bestehen, wie wir im be- 
sonderen Falle sehon bemerkt haben, aus allen dutch einen solehen 
Punkt hindurehlaufcnden Speeren. 

Wit wenden uns daher den elementargeometrisehen Eigen- 
sehaften der allgemeinen Garben zu, die samtlieh untereinander 
~hnlieh sind, und gegenfiber Bewegungen eine reell% absolute In- 
variante haben, als die man etwa den absoluten Betrag der rein- 
imagin~tren Entfernung :t: 2 ia  des zugehOrigen imagin~ren Punktes 
x (x~, x~, x~) yon seinem konjugiert-imagin~tren x (x~, x~, x3) w5hlen 
kann. Ein imagin~trer, eigentlieher Punkt x gestattet und bestimmt 
eine eingliedrig% kontinuierliehe Gruppe yon reellen Bewegungen, 
namlieh die Drehungen um die reelle Verbindungslinie yon x mit x. 
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Bei dieser Gruppe mu~ daher auch unsere Garbe als Ganzes in Ruhe 
bleiben, d. h. ihre Speere mfissen sich za einschaligen Umdrehungs- 
hyperboloiden anordnen lassen mit x x  als Drehachse. Da ferner 
alle Speere der Garbe in Minimalebenen durch x and x gelegen 
sind~ also die Minimalkegel durch diese Punkte berfihren, so be- 
rfihren auch die Hyperboloide diese Keg@ d. h. sie sind konfokal 
and haben das Punktepaar % x als doppelt z~thlenden~ entarteten 
Fokalkegelschnitt. Der dritte Fokatkegelschnitt ist ein reetler~ und 
zwar einteiliger Kreis A, der in der reellen Symmetrieebene 
zwischen den Punkten x x liegende Durchschnitt der Minimalkegel 
durch diese Punkte. Legt man also durch die , M i t t e l g e r a d e "  
x x  der Garbe eine Ebene, die den Fokalkreis A in zwei Punkten 
trifft, and denkt man sich in dieser Ebene alle Hyperbeln ver- 
zeichnet~ die diese beiden Punkte zu Brennpunkten haben~ so ent- 
steh~ durch Umdrehung dieser Kegelschnitte um die ~Iittelgerade 
die Schar unserer Hyperboioide, deren (reelle) Erzcugende sich zu 
Speeren der Garbe orientieren lassen. 

Wir wollen gleich angeben - -  den Beweis dazu kann man 
aus der spateren analytischen Ableitung entnehmen - -  wie diese 
Orientierung erfolgt. Zun~chst besitzt der ,A q u a t o r k r e i s" ,4 der 
Garbe einen bestimmten Durchlauf.u.ngssinn und alle diesen Kreis 
syntaktisch berfihrenden Speere der Aquatorebene gehSren der Garbe 
an (vgl. Fig. 2 auf der nachsten Seite~ wo der Aquatorkreis stark ausge- 
zogen ist). Die fibrigen Erze.u.~,enden werden so orientiert~ da~ ihre or- 
t..hogonale Projektion aufdie Aquatorebene a um den Mittelpunkt m des 
Aquators im selben Sinne dreht wie der Aquator. Die Mittelgerade 
selbst gehSrt in beliebiger Weise orientiert der Garbe an. 

Eine Garbe gestattet im allgemeinen nur eine eingliedrige 
gemischte Gruppe aus der Gruppe der reellen Bewegungen und 
Umlegungen und nur im besonderen Falle dcr Nullgarbe, ffir die 
iede durch den ,Mittelpunkt" hindurchgehende Gerade als ,Mittel- 
gerade" anzusehen ist~ erweitert sich die eingliedrige Gruppe zu 
der zweigliedrigen gemischten Gruppe aller Bewegungen und Um- 
legungen, die den Mittelpunkt m in Ruhc lassen. 

In innigem Zusammenhang mit der Abbildung der imagin~ren 
Raumpunkte x auf die Speergarben steht eine Abbildung dieser 
Punkte auf geordncte Paare reeller Punkt% die anscheinend von 
T a r r y  herrfihrt: Mau ordnet jedem imagin~ren Punkte x ein Paar 
reeller Pankte ~ ~ z% das mit dem Paare %-x Verbindungslinie, Mittel- 
punkt and abs~uten Betrag der Entfernung gemein hat~ in un- 
homogenen Koordinaten {x o ==-11 durch die Formeln 

+ + 
~ - -  2 --[-i 2 - -  1 - - [ - ~ -  ' 

_ _ {/~ ~-- 1 ,  2 ,  31 

~7~-- 2 ~ - -  l ~ i  
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Umgekehrt ist dureh die Angabe des beliebig zu w~thlenden 
Paares reeller eigentlieher Punkte g, ~ der Punkt x eindeutig be- 
stimmt : 

(1") x k = 
1-+-i 

Der Zusammenhang des Punktepaares ~ ~ mit der zugehSrigen 
Garbe ist der folgende: ~ u n d  ~ s i n d  N o r d -  u n d  S f i d p o l  
e i n e r  K u g e l :  d e r e n  y o n  W e s t  n a c h  Os t  u m l a u f e n d e r  
- ~ q u a t o r  m i t  dem _ ~ q u a t o r k r e i s  d e r  G a r b e  z u s a m m e n -  
f i t l l t  (vgl. die Figur 2). 1) 

Fig. 2. 

Wit werden dies jetzt dureh Reehnung naehweisen. Der Mi- 
nimalkegel mit dem Punkte x als Seheitel wird dureh die Glei- 
ehungen 

a) in dieser Figur sind die einschaligen Hyperboloide durch dasjenige der 
mit ihnen konfokalon .Ellipsolde ~bgeschnitten, welches durch die Punkte ~, 
hindurchgeht. 
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in Ebenenkoordinaten u k und daher dutch die Gleiehung 

(2) --2i.T-~-(x~-~-ix,,)--2x3t--(xl--ix~)t~--~O 

in den Koordinaten t, T dargestellt, Jede Gleiehung yon der Form 

(2 +) T +  A + 2 Bt-~ Ct~=O 

stellt also eine Speergarbe dar. Der zugehSrige imagin/~re Punkt x 
hat die Koordinaten 

(3) x ~ = - - i ( A - - C ) ;  x2-- ~ (A@C) ,  x 3 = 2 i B  

Setzen wir x l=x~--O~ x a=ia,  {a~--a}, was man immer dureh 
eine reelle Bewegang erreichen kann, so vereinfaeht sich die Glei- 
ehung der Garbe: 
(~) T + ~ t = o .  

Die Punkte ~ und ~ haben dann die Koordinaten 

Ftihrt man die Koordinaten ~k ein, so wird 

~ : ~ - -  a Xo~ Yo~, ~ -  o, 

oder wenn man den Veklor y~ mit dell Koordinaten 0, 0~ a mit 
bezeichnet 

/\ 
(5) ~ - - - - - - ( ~ [ ~ ) ~ + ~ ,  ~ - - - - - - ~ .  

Unmittelbar kommen wit zu diesen Formeln, wenn wir be- 
achten, d~f3 unsere Garbe aus der Garbe [/ '=0~ ~ = ~ : - 0  durch 
,,Querschiebung" gegen den Vektor !3 [vgl. w 3~ (10)] hervorgeht. 

Daraus folgt aueh folgende Konstruktion: 
U m  zu e i n e r  v o r g e s c h r i e b e n e n  R i c h t u n g  d e n  

( e i n z i g e n )  s y n t a k t i s c h e n  S p e e r  S u n s e r e r  G a r b e  auf-  
zu f inden~  z i e h e n  w i r  z u e r s t  d u r c h  ~ u n d  den  , M i t t e l -  

p u n k t "  m d e r  G a r b e  m k -  -~ d i e  s y n t a k t i s e h e n  
2 

S p e e r e S ,  S u n d  d r e h e n  den  e r s t e n S ~  um d e n  z w e i t e n  
S d u r e h  e i n e n  p o s i t i v e n  r e e h t e n  W i n k e l ;  d e r  so er- 
h a l t e n e  S p e e r  i s t  d e r  g e s u c h t e  S. 

Man kann diese Konstruktion auch etwas anders aus.d.rticken~ 
wenn man voraussetzt, da~ die Richtung yon S nicht zur Aquator- 
ebene a parallel ist: Man  b r i n g e  S zum S e h n i t t e  m i t  d e r  
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u m  d i e  S t r e e k e  ~_~ a l s  D u r e h m e s s e r  g e s e h l a g e n e n  
K u g e l  im  P u n k t e  s u n d  d r e h e  d i e  o r t h o g o n a l e  P r o -  
j e k t i o n  s' y o n  z a u f  d i e  A q u a t o r e b e n e  a d u t c h  e i n e n  
r e c h t e n  W i n k e l  e n t g e g e n  d e m  U m l a u f s s i n n e  d e s  
_ ~ c l u a t o r s  n a c h  s d . s ~  i s t  d a n n  d e r  D u r e h s t o l ~ p u n k t  y o n  
S m i t  a.1) (Vgl. die Figur 3.) 

Wir  heben noch einige Eigensehaften der Garben hervor~ die 
man mittels der ersten Abbilclung leieht bestatigen wird: 

D u r e h  d r e i  S p e e r %  y o n  d e n e n  k e i n e  z w e i  s y n -  
t a k t i s e h  s i n d ,  g e h t  e i n e  e i n z i g e  G a r b e  h i n d u r e h .  

[ I 
b ,  ~i: .............. i ..... ,..J A 

Fig. 3. 

Z w e i  v e r s e h i e d e n e  G a r b e n  h a b e n  s t e t s  z w e i  
( r e e l l e )  S p e e r e  g e m e i n s a m ~  d i e  a u c h  z u s a m m e n f a l l e n  
k S n n e n .  

Beachtet man ferner, dai~ das Quadr~t der Entfernung zweier 
(eigentlicher) komplexer Punkte x und x* mit den reellen Bildern 
~, ~ und ~-, ~e sich so ausdr~ieken 1/i{~t: 

i /(v~, i v ~ , ) _  (v~, i v~,)l (6) 

1) Diese Konstruktion flndet sich bei E. v. Weber a. a. O. S. 338, Nr. 4. 
Im Wesentlichen aber auch schon bei Ribaucour  a. a. O. w 92, S. 118. 



Geometrle der Speere. 231 

wenn man z. B. mit V~* den yon x nach x* laufenden (komplexen) 
Vektor bezeiehnet und wie aueh sonst durch die vertikalen Striche 
die inneren Produkte andeutet, 1) so folgt: 

W e r d e n  z w e i  Garben~ zu d e n e n  d ie  P u n k t e p a a r e  
~ und~*~* g e h s r e n ~  d e n s e l b e n T r a n s f o r m a t i o n e n  y o n  

(GI~,H~I~)) u n t e r w o r f e n ,  so b l e i b e n  f o l g e n d e  z w e i  GrS- 
13en u n g e ~ n d e r t :  D~s i n h e r e  P r o d u k t  d e r  V e k t o r e n  
V~* u n d  V s u n d  d ie  D i f f e r e n z  d e r  Q u a d r a t e  d e r  

S t r e e k e n  ~ *  u n d  ~ * .  Bei  den  T r a n s f o r m a t i o n e n  yon  
Hr a n d  H (3) b l e i b t  n u r  d ie  e r s t e  d i e s e r  GrSl~en a n g e -  l2 - - - 1 2  

g e ~ n d e r t ,  w a h r e n d  d ie  z w e i t e  i h r  V o r z e i c h e n  /~ndert .  
Bei den Transformationen yon G 6 bleiben die Vektoren 

~*  u n d V s ungeandert. 
L 

Ffir die Speerbander der Nullgarbe mit dem Mittelpunkt m 
ist stets L = A ~ - 0 ,  wenn wir den Koordinatenanfang in den 
Punkt m verlegen. Unterwerfen wir nun die Garbe der Quer- 
sehiebung gegen den Vektor V~-~-~, so ist f~ir die Bander der 
entstehenden alIgemeinen Garbe nach (11) w 3 

(7) L = - - - - ( ~ [ ~ ) ,  A = 0 .  

Die zweite dieser Formeln besagt: 
D ie  S t r i k t i o n s l i n i e  e i n e s  b e l i e b i g e n  B a n d e s  in 

e i n e r  a l l g e m e i n e n  G a r b e  l i e g t  s t e t s  in d e r  A q u a t o r -  
e b e n e  d e r  G a r b e .  

Aus der ersten ergibt sieh: 
A l l e S p e e r b a n d e r  in e i n e r  G a r b %  die  d u r e h e i n e n  

s  S p e e r  S der  C~arbe h i n d u r e h g e h e n ~  h a b e n  in S 
d e n s e l b e n  V e r t e i l u n g s p a r a m e t e r  L~ u n d  z w a r  i s t - - L  
g l e i c h  d e r  o r t h o g o n a l e n  P r o j e k t i o n  des  V e k t o r s  
a u f  S. 

T r a g t  m a n  a u f  den  S p e e r e n  e i n e s  B a n d e s  d e r  
G a r b e  von  den  Z e n t r a l p u n k t e n  aus  S t r e c k e n  auf~ d ie  
g l e i c h  d e n  z u g e h S r i g e n  V e r t e i l u n g s p a r a m e t e r n  s ind:  
so l i e g e n  d ie  E n d p u n k t e  d i e s e r  S t r e c k e n  a u f  d e r  
K u g e l  mi t  ~ a l s  D u r c h m e s s e r .  2) 

Wir wollen nun noeh eine andere geometrische Deutung der 
zwei simultanen Invarianten yon zwei Garben ableiten. Dazu gehen 
wir yon s Bemerkung aus~ die man leicht bestatigen wird. 

1) Diese Formel ist (fiir die Ebene) angegeben bei E. Study~ Vorlesungen 
iiber ausgew~hlte Gegenst~iade der Geometrio, 1. Bd. 

2) Tragt man all~emelner Strecken ab, die zu den Verteilungsparametern 
in konst~ntem Verh~iltn[s s~ehen~ so liegen die Endpunkte auf einer Kugel durch 
den .~quutorkreis der Garbe. 
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Es seien x~ x* zwei komplexe eigentliehe Punkte~ deren Entfernung 
yon Null versehieden sei~ ferner sei ~ eine der beiden (voneinander 
versehiedenen) Minimalebenen, die gleiehzeitig dureh x und x* hin- 
durehgehen. Sehliel~lieh seien M, M* die beiden Minimalgeraden 
v0n u., die beziiglieh dutch x und x* laufen. D a s  E n t f e r n u n g s -  
q u a d r a t  d e r  P u n k t e  x,x* i s t  g l e i e h  d e m  E n t f e r n u n g s -  
q u a d r a t  z w e i e r  b e l i e b i g e r  ( e i g e n t l i e h e r )  P u n k t e  b~ b* 
y o n  M u n d  M*. 

Die beiden Garben, welche verm0ge der ersten Abbildung 
den Punkten x~ x* entspreehen~ haben den Speer S gemein~ der 
der Minimalebene ,u in derselben Abbitdung zugeordnet ist, W i r  
ws.hlen um die Punkte b, b* insbesondere aufS~ so daft also b der 
Sehnittpunkt yon S mit M und S der yon M* mit S wird. z und z* 
seien die Sehnittpunkte yon S mit den Aquatorebenen der beiden 
Garben. 1) 

Nehmen wir nun ein im tibrigen beliebiges Speerband in un- 
serer ersten Garbe an~ das dureh S hindurehlauft. Dann sind 
z und b sein Zentralpunkt und Brennpunkt in S. Analog nehmen 
wit in der zweiten Garbe ein Band dureh S an~ dessen Zentral- 
und Brennpunkt bier naeh z* und b* fallen. Haben nun L~ A ; L*~ A* 
fiir unsere beiden B~tnder in S die am Sehlusse yon w 2 angegebene 
Bedeutung~ so ist naeh Formel (18) yon w 2 

= - -  ( A  - -  

oder 

(8) {xx*} 2 = {(A*--A) - -  i (L*--  L)} 2. 

W~tren wit yon dem zweiten Speere S ausgegangen~ den die 
beiden Garben gemeinsam haben~ so h~itten wir ein analoges Re- 
sultat erhalten, da (in leieht verst~ndlicher Bezeichnungsweise) die 
Beziehungen stattfinden 

/ (A*-- A) + (A*-  = 07 (9) 

An der Relation (8) erkennen wir die neue geometrisehe 
Deutung der Entfernung yon x~ x* und aus ihr folgt die Invarianz 
yon (.4* A) und (L*--L) gegentiber Gl~ , die wir sehon auf 
andere Weise bewiesen und in den Theoremen (B) und (C) des 
w 3 ausgesproehen hatten. Diese Satze, die wit mittels der z w e i t e n 
Abbildung gewonnen hatten, sind somit jetzt zum Teile mittels tier 
e r s t e n Abbildung neuerdings bewiesen. 

O Far  manehe 13ragen kann es zweekm~il~ig sein~ aueh den un- 
e i g e n t l i e  h e n Punkten x Speergarben zuzuordnen~ diese waren 

1) Sollte S in einer dieser Ebenen llegen, so trltt  an Sielle des Schnitt- 
punktes der Bertihrungspunkt mit dem ):qua, orkrels. 
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dann als ,uneigentliehe ~ oder reduzible Garben den ,eigentliehen" 
oder irreduziblen gegeniiber zu stellen. Sie bestehen aus Paaren 
yon Btindeln syntaktischer Speere, insbesondere gehsren zu den 
Punkten x des absoluten Kegelschnittes syntaktiseh zusammen- 
falleude Paare soleher Biindel. Wir wollen bier der Einfaehheit 
zuliebe auf die Einfiihrung uneigentlicher Garben verzichten. 

Wir geben nebenbei noeh einige elementar geometrische Eigen- 
sehaften der allgemeinen Garben an: 

L e g t  man  d u r c h  ~ u n d  ~ p a r a l l e l e  G e r a d e  zu 
e i n e m  b e l i e b i g e n  S p e e r e  S d-er G a r b %  so g e h t  d i e  
e r s t e  in d i e  z w e i t e  d u r e h  e i n e  D r e h u n g  um S~ u n d  
z w a r  ( l u r c h  d i e  D r e h u n g  am e i n e n  n e g a t i v e n  r e c h t e n  
W i n k e l  t i b e r .  

D i e  F u l ~ p u n k t f l i i e h e  d e r  G a r b e  in b e z u g  a u f  
e i n e n  ( r e e l l e n )  P u n k t  p d e r  M i t t e l g e r a d e n ~  d e r  a b e r  
n i c h t  m i t  dem M i t t e l p u n k t  m d e r  G a r b e  z n s a m m e n -  
fiillt~ i s t  e i n e  Kugel~  d i e  d u r e h  den  P u n k t _ p  a n d  d e n  
J ~ q u a t o r  A h i n d u r e h g e h t .  

T r a g t  m a n  a u f  den  S p e e r e n  e i n e r  a l l g e m e i n e n  
G a r b e  g l e i c h l a n g e  S t r e c k e n  im p o s i t i v e n  u n d  nega= 
t i v e n  S i n n e  ab~ d e r e n  A n f a n g s p u n k t e  in d e r A q u a t o r ~  
e b e n e  l iegen~ so g e h ( i r e n  d ie  E n . d . p u n k t e  e i n e m  Um- 
d r e h u n g s e l l i p s o i d  an, da s  den  A q u a t o r  a l s  F o k a i r  
k e g e l s c h n i t t  hat .  

Wit wenden arts jetzt zur Betraehtung der automorphen 
T r a n s f o r m a t i o n e n  e i n e r  O a r b e .  Zunitclist bemerken wir: 

E s  g i b t  in de r  G r u p p e  (G1~12~/#1) --12~H(~) H12)(3) a u B e r  t ie r  
I d e n t i t ~ t  e i n e  e i n z i g e T r a n s f o r m a t i o n ,  a n d  z w a r  e:ine 
i n v o l u t o r i s c h e  T r a n s f o r m a t i o n  d e r  S c h a r  f4~ d i e  
s ~ t m t l i e h e  S p e e r e  e i n e r  G ~ r b e  e i n z e l n  i n : R u h e  l~l~t. 
Wir wollen diese Transfbrmation die S p i e.g e l u n g a n d e r G ar  b e 
nennen. Man  f i n d e r  zu i r g e n d  e l n e m  S p e e r e  S s e i n  
S p i e g e l b i l d  S ~, w e n n  m a n  S u m  den  s y n t a k t i s c h e n  
S p e e r  d e r  G a r b e  u m w e n d e t  (dureh denWinkel  •  dreht). 

Dies folgt unmittelbar aas unseren Betrachtungen tiber die 
Schar //6(~) (vgl. w 3); doch kSnnen wir die Konstruktion auch 
Ieicht reehneriseh besti~tigen. Die Spiege|ung an der Garbe, die 
zum Punkte x /x  1 -~- x~ ~ 0~ x 3 ~ i a} gehSrt~ geht niimlich dureh 
unsere erste AlJbildung aus der komplexen Umlegung hervor~ die 
man als die Spiegelung an dem Punkte x bezeichnet. Diese kann 
man in den verschiedenen Koordinaten so ausdriicken 

t~'~t, T~___--T--2at; 
(lo) 

S ~ ( 1 - - ~ a ) ~ S ,  
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oder in den Vektorbezeichnungen 
A 

(11) ~ : = ~ ,  ~ e ~ - - - - - ~ - - 2 3 ~ ( ~ [ ~ ) - ~ - 2 ~ ,  ~ . ~ = - - ~ - - 2 ~ 3 3 ~ .  

Ist insbesonders die betrachtete Garbe eine Nullgarbe (a ~ 0), 
so reduziert sich die Spiegelung an ihr auf eine Transformation~ 
die man durch Zusammensetzung aus der Spiegelung an ihrem 
Mittelpunkte mit der Umkehrung herstellen kann. Ist allgemein die 
Gleichung einer Garbe in der Form 

T +  A-~-2Bt + Ct ~ = 0  

gegeben~ so wircl die Spiegelung an ihr dutch die Formel geliefert 

(12) to=t ,  T e : - - T - - 2 { A @ 2 B t - ~ - C t ~ } .  

E s  g i b t  in  d e r  G r u p p e  (G12 ~ H (1) H (2) (3) ~2~--l~,Ha~) e i n e  ge-  
m i s c h t e  s e c h s g l i e d r i g e  U n t e r g r u p p %  nennen wir sie ffir 

I, (1) h (~) h(3)~ d e r e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  den Augenblick (g6~'~6 , 6 ~'~ ~, 
e i n e  G-arbe  in  s i c h  t r a n s f o r m i e r e n .  Bei dieser Gruppe 
werden die der Garbe nicht angehSrenden und ebenso die der 
Garbe angehsrenden Speere transitiv vertauscht. Da wit wissen, 
dal~ es in der Schar /~(1) die in //6(. 1) enthalten ist, eine Transfor- 
mation gibt~ die s~tmtliche Speere der G-arbe in Ruhe l~l~t~ n~imlich 
die Spiegelung an der Garb% so erkennen wir~ dal~ die kontinuier- 
lichen Scharen g6 und h(6 ~) und ebenso die Scharen h (2) und /~(3) "~6 ~ 

die in H~ 2) und H~ 3) enthalten sind, die Speere der Garbe in 
gleicher Weise vertauschen. Betrachten wir also blol~ diese als 
Objekte der Grupp% so spaltet sich die automorphe Gruppe nut  

. h(,). in zwei kontinuierliche Scharen %, Z6, yon denen die erste zu (g6, 6 ), 
(h(1) , (2)~ die zweite zu v.6 ~ n 6 ) meromorph ist. Die kontinuierliche Gruppe ~6 

ist isomorph zur Gruppe der (reellen) eigentlichen M 5 b i n s  schen 
Kreisverwandtschaften und ebenso entspricht die Schar Z6 der Neben- 
gruppe der uneigentlichen Kreisverwandtschaften. Ist namlich die 
Garbe eine ~ullgarbe, so erh~l~ man die zugehSrigen Vertauschungen 
der Speere einfach dadurch~ dal~ man die Kreisverwandtschahen 
aaf  einer Kugel um den Mittelpunkt der Garbe aus diesem Mittel- 
punkte projiziert. 

Bei einer allgemeinen Garbe konstraiert man eine beliebige 
~utomorphe Transformation S ~ - S  ~" unter den Spceren der Garbe 
auf i'olgende Weise. Zunachst nimmt man das spharische Bild der 
Transformation, das wir uns auf der Kuge] mit ~ als Durchmesser 
konstruiert denken~ als eine beliebige Kreisverwandtschaft s --~- s* an. 
Dann prgjiziert man die Paare zugeordneter Punkte s~ s* orthogonal 
auf die Aquatorebene und dreht sie noch durch eincn positiven rechten 

Winkel  um den Spoor ~s wodnrch man in dieser Aquatorebene 
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eiae Pankttransformation s a --~-s~ herstellt. Die Speere S und S ~" 

dutch s~ und s~ syntaktiseh zu ms und ms* entspreehen sich dann 
in der zugehSrigen Transformation. Es folgt dies aus der zuvor 
angegebenen zweiten Konstruktion des Speeres einer Garb% dessen 
Richtung gegeben ist (vgl. die F igur  3). 

Beaehtet man~ dal3 sieh ein Kugelkreis auf die Aquatorebene 
im allgemeinen als ein Kegelsehnitt prqiiziert ~ der den Aquator 
doppelt berfihrt, so erkennt man: D i e  G r u p p e  d e r  V e r t a n -  
s e h u n g e n  d e r  S e h n i t t p u n k t e  d e r  S p e e r e  e i n e r  a l l g e :  
m e i n e n  G a r b e  m i t  d e r  A q t t a t o r e b e n e  i s t  d i e  G r u p p e  
d e r ( r e e l l e n )  K r e i s v e r w a n d t s e h a f t e n  d e r N i e h t - E a k l i -  
d i s e h e n  ( h y p e r b o l i s c h e l r )  M a l ] b e s t i m m u n g ,  d i e  d e n  
A q u a t o r  a l s  a b s o l u t e n  K e o e I s e h n i t t  ha t .  

Man kann die Zuordnung zwisehen den (reellen) Punkten sa 
der J~quatorebene innerhalb des Aquators und den Speeren der 
Garbe dureh eine gewisse ~Orientierung" dieser Punkte zu einer 
umkehrbar eindeutigen maehen. 

I n n e r h a l b  d e r  G r u p p e  (G,~,H~) g e s t a t t e t  u n d  be- 
s t i m m t  e i n e  G a r b e  e i n e  a e h t g l i e d r i g e  aus  z w e i  kon-  
t i n u i e r l i e h e n  S e h a r e n  b e s t e h e n d e  U n t e r g r u p p e .  Diese 
vertauseht jedoeh die Speere der Garbe nieht anders als die Gruppe 
(';,, Z6), da in G,~ eine zweigliedrige kontinuierliehe Gruppe ent- 
halten ist~ deren Transformationen alle Speere der Garbe einzeln 
in Ruhe lassen. Diese Gruppe, die insbesondere die Spiegelung 
an der Garhe umfal~t~ entsprieht vermSge unserer ersten Abbildung 
der Gruppe aller komplexen~ perspektiven Ahnliehkeiten, die den 
zugehSrigen komplexen Pnnkt x in Ruhe lassen. Man erhiilt eine 
beliebige Transformation dieser Grupp% wenn man .jeden Speer um 
den syntaktisehen Speer der Garbe dureh einen konstanten (reellen) 
Winkel dreht und gleichzeitig den Abstand yon diesem Speere 
um einen konstanten (reellen)Faktor itndert. 

Betrachten wit jetzt ein Speerband einer Garb% deren sph~ri- 
sches Bild ein (einteiliger) Kreis ist. Jedes DoppelverhMtnis yon 
vier dualen Speerzahlen S~ {k~---1~ 2~3~ 4}7 die zu vier Speeren 
dieses Speerbandes gehSren, ist zun~iehst~ da die vier Speere 
einer Garbe angehiJren~ gleich dem DoppelverhMtnis tier zu den 
entspreehenden vier Punkten des sph~risehe~ Bildes geh~Srigen kom- 
plexen Zahlen t~ nnd dieses ist, well die vier Punkte auf einem 
Kugelkreise liegen, reell. Die betraehteten B~tnder sind also Speer- 
ketten [siehe w 3 (19)] Umgekehrt bekommen wir auf diese Art 
a l l e  Speerketten~ wie man aus folgenden Satzen sehliel~t, die sieh 
leieht best~ttigen lassen: 

D a s  s p h ~ t r i s e h e  B i l d  e i n e r  K e t t e  i s t  t ie r  r e e i  le 
Z u g  e i n e s  K r e i s e s  (der sieh nieht auf einen Punkt reduziert). 
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D u r c h  d r e i  S p e e r e ,  yon  d e n e n  k e i n e  z w e i  syn-  
t a k t i s c h  sind~ g e h t  e i n e  e i n z i g e  K e t t e .  

Daraus folgt welter: 
D u r e h  j e d e  K e t t e  g e h t  e i n e  e i n z i g e  G a r b e  h im 

d u r e h .  
Nehmen wit an~ es liege eine Kette vor, die in einer allge- 

meinen Garbe enthalten ist und deren spharisehes Bild, das wir 
wieder fiber der Streeke ~ als Durehmesser konstruiert denken, 
eln Kreis x ist, dessen Ebene nieht auf der Aqu.a.torebene ~z senk- 
reeht steht. Projizieren wit z orthogonal auf die Aquatorebene und 

drehen wit dann die Projektion um ~X dureh einen positiven reehten 
Winkel~ so erhalten wir einen irreduziblen Kegelsehnitt C (genauer: 
den reellen Zug eines solehen Kegelsehnittes) und dieser liegt naeh 
dem frttheren wieder auf der Speerkette und ist die Striktions- 
linie der Kette. Wit sehen also: 

D ie  S t r i k t i o n s l i n i e  e i n e r  K e t t e  i s t  in de r  R e g e l  
e i n  i r r e d u z i b l e r  K e g e l s e h n i t t ,  d e r  in d e r  ] ~ q u a t o r -  
e b e n e  d e r  G a r b e  l i e g t ,  w e l e h e  d u t c h  d ie  K e t t e  hin- 
d u r e h g e h t  a n d  d e r  d e n  ] - k q u a t o r k r e i s  d i e s e r  G a r b e  
d o p p e l t  b e r f i h r t .  

Legen wir dureh den Mittelpunkt der Striktionslinie C eine 
j t ;  Gerade G (die ~Mittelgerade der Kette): die auf der Ebene des 

sph~trisehen Brides x der Kette senkrecht steht; so ist diese Aehse 
eines Umdrehungszylinders, der (lurch C hindurchgeht. Bemerkt 
man ferner~ dai3 die Gerade G mit den Speeren der Kette einen 
konstanten Winkel einsehliel3t~ so erkennt man: 

W i r d  e in  S p e e r  S k o n t i n u i e r l i e h  so beweg t~  dal3 

s e i n  W i n k e l  / - ~ - 0 , 2 /  u n d  s e i n e  E n t f e r n u n g  (4=0) y o n  

e i n e r  f e s t e n  ( r e e l l e n ,  e i g e n t l i e h e n )  G e r a d e n  u n v e r -  
~ .nder t  b l e i b  b w ~ h r e n d  d e r  F u l 3 p u n k t  des  g e m e i n -  
s a m e n  L o t e s  y o n  G a n d  S a u f  S in e i n e r  ( r e e l l e n ,  
e i g e n t l i e h e n )  E b e n e  g e f f i h r t  wird~ d i e  n i e h t  zu (; pa- 
r a l l e l  ist~ so d u r e h l ~ t u f t  d e r  S p e a r  e i n e ( , a l l g e m e i n e " )  
K e t t e .  

Dag die Bestimmungsstfieke wirklieh voneinander unabh~.ngig 
sind~ weisen wir dadurch naeh, dal~ wit eine Konstruktion angeben~ 
welehe uns die Garbe liefert, die dutch die so erzeugte Kette hin- 
durehl~tuft. Die Eben..% in we!chef der Ful~punkt des Lotes ge- 
ffihrt wird~ ist die Aquatorebene und der F..ul3punkt besehreibt 
die Striktionslinie C. Bezeiehnet man den Offnungswinkel des 
Drehkegels~ dessen orientierte Erzeugende syntaktiseh zu den 
Speeren der Garbe gezogen sind~ mit 2~ und die grot3e Aehse 

II 
- - - - a  der Halbmesser des gesuehten yon C mit 2a~ so ist sin 
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J~quatorkreises. Seinen Mittelpunkt m~ der auf der kleinen Aehse 
yon C gelegen ist~ findet man attf folgende Art: Man tragt auf den 
zwei Speeren der Kette~ die dureh die Endpunkte der kleinen 
Aehse yon C hindurehgehen, yon diesen Punkten aus aueh dem 
Vorzeiehen naeh gle.iehe Streeken ab und projiziert ihre Endpunkte 
orthogonal auf dis Aquatorsbene; dis Verbindungslinie tier so er- 
haltensn Punkte geht ebenfalls dutch m. Damit ist abet tier 
]A_quatorkrsis and dadureh auch dis Garbs bestimmt. [Vgl. die 
Formeln (5).] 

Als Grenzfalle unserer =allgemsinen" Spssrkette, die sieh 
jedoeh der angegebenen meehanisehen Erzeugungsweise nieht ent- 
ziehen~ treten folgende Figuren auf: Dis orientierten (reellen) Er- 
zeugenden einer Regelsshar eines einsehaligen Umdrehungshyper- 
boloids~ oder eines (einteiligen) Drehkegels, die orientierten Tan- 
genten eines orientierten (einteiligen) Kreises~ die Speere eines 
Btisshsls mit eigentliehem Seheitel. Damit sind abet nosh nicht 
aIle (gegentiber der Gruppe der reellen Ahnliehkeiten) versehiedenen 
Arten yon Speerkstten ersehSpft. Wit kommen zu einer meehani- 
seheu Erzeugungsweis% welehe uns a l l e  Ketten liefert dureh 
folgenden Satz : 

Bs i  j e d e r  r e s l l e n  k o n t i n u i e r l i e h e n  B e w e g u n g  
des  s t a r r e n  Raumes~  b e i  d e r  e i n e  ( r ee l l e ,  e i g e n t l i e h e )  
O e r a d e  f e s t g e h a l t e n  wi rd ,  w~thrend ein ( r e s l l e r ,  e i g e n t -  
l i e h e r )  P u n k t  des  R a u m e s  an s i n e  l e s t% zu d e r  Ge ra -  
den  n i e h t  p a r a l l e l s  E b e n e  g e b u n d e n  ist~ b e s e h r e i b t  
j e d e r  ( r se l l% e i g e n t l i e h e )  P u n k t  des  b e w e g t s n  Rau-  
mes, t ier  n i s h t  in d e r  f e s t e n G e r a d e n  liegt~ e i n e  ( i r re-  
d u z i b l e )  E l l i p s e  u n d  j e d s r  S p e e r  des  R a u m e s ,  d e r  
n i e h t  za  d e r  f e s t e n  G e r a d e n  p a r a l l e l  ist~ e i n e K e t t e .  1) 

Zun~tshst beaehte man ngmlieh~ dal~ die Punkte Ellipsen 
besehreiben, wie wit am Sehlusse des w 2 nachgewiesen haben. 
Dann bleibt nut nashzuweisen~ dal~ die Speer% welshe die feste 
Ashse sehneiden~ aush Ketten durehlaufen~ was man wieder durch 
die Erzeugung der allgemeinsn Speergarben best~ttigen kann. 

Wit finden jetzt aueh die zuvor angegebene Behavtptung be- 
st~ttigt~ dal~ dis Ketten dureh G~s transitiv vertauseht werden~ ferner 
bemerken wir : 

E i n e  K e t t e  g s s t a t t e t  u n d  b e s t i m m t  e i n e  d re i -  
g l i e d r i g %  g e m i s e h t e  u n d  aus  a e h t  k o n t i n u i e r l i e h e n  
S e h a r e n  b e s t e h e n d e  a u t o m o r p h s  T r a n s f o r m a t i o n s -  
g r u p p s  aus  d e r  G r u p p e  (G~2~ ~/(~)~-~2 , --r2 H(2), ~-~214(a)~,. Hierbei werden 
die Speere tier Ketts aueh noeh dreigliedrig vertaussht, doeh be- 
stsht dis Oruppe, wenn man als ihr Objskt nut dig Speere tier 
Kette ansieht, nur mehr aus z w e i  gstrennten kontinuierliehen 
Seharen. Innerhalb (GI~ ~ HI~ ) erweitert sieh die automorphe Gruppe 
zu einsr fanfgliedrigen) aus visr kontinuierliehen Seharen bestehen- 

x) Diese Erzeugung tier Ketten hat  J. G r f t n w a l d  angegeben a. a. O. S. 134. 



238 W. Blaschke. 

den Gruppe, die jedoeh die Speere der Kette ebenso vertauseh% 
wie die frtihere dreigliedrige Gruppe. 

Unter den elementargeometrischen Eigenschaften der allge- 
meinen Ketten heben wir noeh die folgenden hervor: 

D i e g e m e i n s a m e n N o r m a l e n  b e n a c h b a r t e r S p e e r e  
e i n e r  a l l g e m e i n e n  K e t t e  e r f t i l l e n  e i n e  R e g e l f l l t e h e  
(ode r  b e s s e r  den  r e e l l e n  Z u g  e i n e r  Regelf] i~ehe)~ d ie  
( auf  z w e i  A r t e n )  w i e d e r  zu e i n e r  ( a l l g e m e i n e n )  K_ette 
o r i e n t i e r t  w e r d e n  k a n n .  D i e s e  b e i d e n  K e t t e n  h a b e n  
i h r e  S t r i k t i o n s l i n i e n  g e m e i n  u n d  s t e h e n  in w e e h s e l -  
s e i t i g e r  B e z i e h u n g .  

S i e h t  m a n  be i  e i n e r  a l l g e m e i n e n  K e t t e  y o n  d e r  
0 r i e n t i e r u n g  i h r e r  S p e e r e  ab~ so e rh '~ l t  m a n  den  
r e e l l e n  Z u g  e i n e r  R e g e l f ] i i e h e .  S e t z t  m a n  d i e s e n  
a n a l y t i s c h  ins  k o m p l e x e  G e b i e t  h i n e i n  fo r t ,  so er- 
h a l t  m a n  e i n e  a l g e b r a i s e h e ~  u n d  z w a r  r a t i o n a l e  
F l g c h e  v i e r t e r 0 r d n u n g ,  d ie  d ie  u n e i g e n t l i c h e  E b e n e  
in e i n e m  K e g e l s e h n i t t  d e r  d e n  a b s o l u t e n  K e g e l s e h n i t t  
d o p p e l t  b e r t i h r t ,  u n d  in z w e i  E r z e u g e n d e n  t r i f f t .  

A u f  j e d e r  K e t t e  l i e g e n  oc ~ E l l i p s e n ,  d i e  a u f  
d e n  S p e e r e n  d e r  K e t t e  ( g l e i e h s i n n i g )  k o n g r u e n t e  
P u n k t r e i h e n  a u s s e h n e i d e n  n n d  a u f  den  k o n f o k a l e n  
E l l i p s o i d e n  l iegen~ d i e  d e n  A q u a t o r  d e r  d u r e h  d i e  
K e t t e  g e h e n d e n  G a r b e  als  F o k a l k e g e l s c h n i t t  h a b e n .  

Ist die dureh die Kette gehende Garbe eine Nullgarbe: so 
treten an Stelle der Ellipsoide nattirlieh Kugeln~ die mit der Garbe 
den 5Iittelpunkt gemein haben. 

w 5. Speerkugeln, Speerquirle. 

Die Transformation yon (GI~, H(~ )) lassen sich in den reell- 
dualen Koordinaten X~ X~, X s durch die lineargebrochenen~ reell- 
dualen Substitutionen ausdrficken, welche die Einheitskugel 
X2-~- X~ ~- X~ : 1 in sich transformieren. Durch eine lineare 
Gleichung 

deren reelbduale Koefilzienten E die Bedingung erf~illen~ dal~ der 
2 2 2 2 skalare Teil yon Eo:E~-@E2-~-E s kleiner als Eins is% wird auf der 

Kugel ein ~dualer Kreis" ausgesehnitten, d. h. die Mannigfaltig- 
keR aller dualen Punkte auf der Kugel, welehe yon jedem der 
beiden diametral gegentiberliegenden Punkte mit den Koordinaten 

E~ 
VE~-~ E~-@ E~ s {/~ = l, 2, 3} einen konstanten sph~trischen Abstand 

haben, dessen daaler Kosinus g l e i c h -  Eo ist. Dutch 



Geometrie der Speere. 239 

eine lineare Substitution der genannten Art wird ein dualer Kreis 
der Kugel wieder in einen solehen iibergeftihrt. Deuten wir nun 
die Koordinaten X k als Speerkoordinaten im Raum% so kiinnen 
wir feststellen : 

D i e  G e s a m t h e i t  a l l e r  ~ 2  S p e e r %  d i e  mi t  e i n e m  
f e s t e n  S p e e r e  (und d a h e r  o u c h  mi t  dem d u r c h  Um- 
k e h r u n g  aus  d i e s e m  h e r v o r g e h e n d e n ) e i n e n  k o n s t a n -  
t en  (reel l-)  d u a l e n  W i n k e l  e inseh l ie l~en~ d e s s e n  ska-  
l a r e r  T e l l  y o n  N u l l  v e r s c h i e d e n  is b n e n n e n  w i r  e i n e  
S p e e r k u g e l .  

Dug diese neue Definition mit der zuvar auf Grund der 
Doppelverh~tltnisse gegebenen iibereinstimmt~ erkennt man dadurch~ 
da[~ man die bekannte Tatsach% dal~ das komplexe Doppelver- 
h~tltnis yon vier reellen Punkten einer Kugel dann reell ist~ wenn 
die vier Punkte auf einem Kreise liegen, auf das (reell-) duale 
Gebiet iibertr~tgt. Eine Speerkugel wird yon einem Speere be- 
sehrieben, den man um eine reelle eigentlieh% zu ihm nieht 
parallele Gerade~ die ,Mittelgerade" der Kugel, in beliebiger Weise 
sehraubt. H(1) T/(2) (3) D i e  T r a n s f o r m a t i o n e n  y o n  ( G l ~ _ _ l ~ , _ _ l : ~ H l : ) v e r -  
t a u s e h e n  d i e  S p e e r k u g e l n  t r a n s i t i v  u n t e r  s ieh .  

Naeh unserer neuen Definition der Speerkugeln folgt dies far 
die Scharen Ga:~--1: H(~) unmittelbar aus der eben angestellten Uber- 
legung; dug es auch far die Seharen H (1) H (3) riehtig ist~ erkennt 

�9 1 2  0 - - 1 2  

man etwa durch Anwendung der involutorischen Transs 
die wit in w 3 mit ~ bezeichnet haben. 

E i n e  S p e e r k u g e l  h a n g t  y o n  s e e h s  ( r e e l l e n )  K o n -  
s t a n t e n  ab u n d  e n t h i t l t  z w e i  a b s o l u t e  B e w e g u n g s -  
i n v a r i a n t e n .  S ie  g e s t a t t e t  u n d  b e s t i m m t  a u s  d e r  
G r u p p e  d e r  ( r e e l l e n )  B e w e g u n g e n  u n d  U m l e g u n g e n  
d i e  z w e i g l i e d r i g e  k o n t i n u i e r l i e h e  G r u p p e  a l l e r  
S e h r a u b u n g e n  um i h r e  M i t t e l g e r a d e ,  v o r a u s g e s e t z t ~  
dalii s ie  n i e h t  au s  a l l e n S p e e r e n  b e s t e h t ~ w e l e h e  d i e s e  
M i t t e l g e r a d e  s e n k r e c h t  s e h n e i d e n .  In diesem Falle er- 
weitert sich die automorphe Bewegungsgruppe zu einer gemischten~ 
aus vier getrennten kontinuierlichen Seharen zusammengesetzten 
Gruppe. VermSge unserer zweiten Abbildung entsprechen diesen 
speziellen Speerkugeln~ die wir kurz Normalennetze yon Speeren 
nennen kiinnen~ die dualen grS~iten Kugelkreise. 

An weiteren elementargeometrischen Eigensehaften der Speer- 
kugeln erw~thnen wir: 

J e d e  S p e e r k u g e l  k a n n  yon  e i n e m  B t i s e h e l  syn -  
t a k t i s e h e r S p e e r e  b e s c h r i e b e n  w e r d e n ,  d e s s e n E b e n e  
a u f  e i n e m  K r e i s z y l i n d e r  r o l l t  o d e r  s i c h  um e i n e  Ge- 
r a d e d r e ht. Umgekehrt wird hierbei immer eine Speerkugel be- 
sehrieben, wenn die Speere des beschreibenden Btischels nicht zu 
den Zylindererzeugenden oder zur Drehaehse parallel sind. 
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S i e h t  m a n  y o n  d e r O r i e n t i e r u n g  d e r S p e e r e e i n e r  
K u g e l  ab~ so erh~tl t  m a n  d e n  r e e l l e n Z u g  e i n e r L i n i e n -  
k o n g r u e n z ,  u n d  z w a r  e i n e r  N o r m a l e n k o n g r u e n z ~  d ie  
u n e n d l i e h  v ie l% u n t e r e i n a n d e r  p a r a l l e l  a b w i e k e l -  
b a r e  F l~ tehen ,  lm a l l g e m e i n e n  S e h r a u b f l ~ t e h e n ~  im 
b e s o n d e r e n D r e h k e g e l  o d e r  D r e h z y l i n d e r  o r t h o g o n a l  
d u r e h s e t z t .  Die eine Brenn-,Pl~tehe': der Kongruenz ist ein 
Drehzylinder, der aueh in eine Oerade ausarten kann~ die zweite 
reduziert sieh auf einen Kegelsehnitt der uneigentliehen Ebene, 
tier den absoluten Kegelsehnitt doppelt bertthrt oder aueh in eine 
doppelt tiberdeekte Gerade aasartet. 

D i e  g e m e i n s a m e n  N o r m a l e n  z w i s e h e n  e i n e m  
S p e e r e e i n e r S p e e r k u g e l  u n d  den  b e n a e h b a r t e n  n i e h t  
p a r a l l e l e n  S p e e r e n  d e r K u g e l  f a l l e n  sa, m t l i e h  i n e i n e  
G e r a d e  z u s a m m e n .  Betraehten wir den Fall, in welehem 
der Abstand der Speere yon der Mittelgeraden nieht versehwindet. 
Dann berahren die Speere alle einen Kreiszylinder und die ge- 
meinsame Normale zwisehen einem Speere S und irgend einem 
benaehbarten Speere der Kugel f~tllt mit der Tangente an den 
Zylinder zusammen~ welehe in demselben Punkte wie S bertihrt 
and auf S senkreeht steht. 

Kehren wir jetzt wieder za Eigensehaften der Speerkugeln 
zurfiek~ die gegenttber den umfassenderen Gruppen invariant s ind:  

D u r e h  d r e i  S p e e r e  S7~ {/~= 1,2,3}, y o n  d e n e n  k e i n e  
z w e i  s y n t a k t i s e h  sind~ g e h t  e i n e  e i n z i g e  S p e e r k u g e l .  

Ihre Mittelgerade kann man folgendermagen finden. Nan 
konstruiere zunaehst zu je zwei Speeren Sk, S z diejenige Gerade 
2F/~,~ die den kttrzesten Abstand der beiden Speere halbiert und 
iiberdies auf  ihrer Winkelhalbierenden senkrecht steht., so dal~ man 
also S k mittels einer Umwendung um _/I/-kz mit S z antitaktisch zur 
Deekung bringen kann. Die drei Geraden 21/1~ ~ llL,~a ~ dl/al gehSren 
dann einem Normalennetze an und ihre gemeinsame orthogonale 
Transversale ist die gesaehte ~'1ittelgerade der Kugel. 

E i n e  S p e e r k u g e l  en th~t l t  c,~ S p e e r k e t t e n  
oder : 

Es  g i b t  oc~ S p e e r g a r b e n ,  d ie  e i n e  S p e e r k u g e l  in 
e i n e r  K e t t e  d u r e h s e t z e n .  

Berfieksiehtigen wir wieder den allgemeinen Fall, dal~ der 
Kreiszylinder~ weleher als die eine Brennfl~iehe der Speerkugel 
auftritt~ nieht in eine Gerade ausartet. Ordnen wit bier jedem 
(eigentliehen) Punkte des Zylinders denjenigen Speer der Kugel 
zn, der in diesem Pankte den Zylinder bertthrt, so entsprieht 
jedem irreduziblen Kegelsehnitte des Zylinders eine Kette, und 
umgekehrt jeder Kette der Kugel ein irreduzibler Kegelsehnitt des 
Zylinders, der aueh gleiehzeitig Striktionslinie der Kette ist. 
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D u r c h  j e d e  S p e ! e r k e t t e  g e h t  e i n e  e i n z i g e  S p e e r -  
k u g e l .  

Zwei versehiedene Speerkugeln haben entweder zwei ver 
sehiedene oder zwei zusammenfallende oder keinen (reellen) Speer 
gemein~ es kann aber auch der Fall eintreten, daft sic ein oder 
zwei Btisehel syntaktiseher Speere gemeinsam haben. 

Wir wenden uns nunmehr zur Betraehtung der automorphen 
Transformationen einer Speerkugel. Zun~tchst findet man: 

Es  g i b t  in d e r  G r u p p e  (G1~ ~ HI~) aul3er  d e r  I den -  
t i t a t  e i n e  e i n z i g e  T r a n s f o r m a t i o n ~  d ie  a l l e  S p e e r e  
e i n e r  K u g e l  e i n z e l n  in R u h e  l~tl3t. Wir nennen diese invo- 
lutorisehe Transformatio n d i e S p i e g e l u n g  an  d e r  S p e e r k u g e l .  
Sie gehSrt der Sehar H~ ) an und hangt vermSge unserer zweiten Ab- 
bildung zusammen mit der Inversion an dam entspreehenden dualen 
Kugelkreis. Bei dieser Inversion werden alle dualen grS~ten Kreis% 
die dureh die sphi~rischen Mittelpunkte des gegebenen hindurch- 
gehen in sieh transformiert. Daraus folgt: Bei der Spiegelung an 
einer Kugel warden alle Normalennetze, die die Mittelgerade der 
Kugel enthalten~ in sieh transformiert. Nennen wir r und ~ die 
dualen spharisehen Abstitnde zweier inverser Kugelpunkte von 
einem der sphi~risehen Mittelpunkt% so ist 

(1) tg~=tg ~, 

wenn ~) der sph~trisehe Abstand der Punkte des gegebenen Kreises 
yon demselben Mittelpunkte ist. Macht man in den einzelnen 
Gliedern die skalaren und vektoriellen Teile sichtbar~ so erh~lt 
man~ wenn r r und r  gesetzt 
wird 

(2 / 2 

oder (2) tg ~ . tg -~- -~- tgo 

p _q p~ a 
(3) s inz  s inz  "~ -2sm"  a" 

Die erste dieser: Gleiehungen sagt aus~ dal~ das (reelle 
sphi~rische Biid unserer Transformation die Inversion an dem Kreise 
ist~ der das spharisehe Bild unserer Speerkugel ist. Die zweite 
Gleichung gibt an~ wie die ~qormalennetze~ welehe die Mittelgerade 
der Kugel enthalten inl sieh transformiert werden. Sic ist so zu 

~ona~sh .  fiir l~aChematik u. Phys ik .  X X I .  Jah rg .  16 
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deuten: Man denkt sich zuerst die Mittelgerade M der Kugel 
und die Axe A des betraehteten bIormalennetzes in beliebiger 
Weise orientiert. Von den beiden Speeren der Kugel, welche in 
diesem bletz enthalten sind, w~thlen wir einen beliebig aus und 
bezeiehnen seinen jetzt einschlieglich des Vorzeichens bestimmten 
ktirzesten Abstand yon der Mittelgeraden M mit a and seinen 
Winkel mit der orientierten Mittelgeraden, der ebenfalls einschlie~- 
lich des Vorzeichens modulo 2 = bestimmt ist, mit a. Dann bestehen 
zwisehen den analog definierten ktirzesten Abstanden p~ p~ und 
Winke]n % q~ entsprechender Speere des ~qetzes mit der Mittel- 
geraden die eben angegebenen Beziehungen. 

2/  

N 

z 

j 

Fig. 4. 

Geometrisch kann man die zweite Formel dureh folgende 
Konstruktion ersetzen. Ist zun~chst der Speer S~ zu dem man 
den entsprechenden S ~" auffinden soil, zu einem B~isehel yon 
Speeren der Kugel syntaktisch, so geht S ~ aus S durch Um- 
wendung an dem zu S syntaktischen Speere der Kugel hervor, 
der mit S und der Mittelgeraden M in einem Normalennetz liegt. 
~lehmen wit an zweiter Stelle an~ da~ S zu keinem Speere der 
Kugel syntaktiseh liege. Dann beschreiben wit (vgl. Fig. 4) um 
die gemeinsame Normale N yon S und M (oder~ wenn S und M 
p.arallel laufen, um eine beliebige (eigentliehe)gemeinsameNormale) 
emen Drehzylinder, etwa mit dem Radius Eins. Ferner ordnen 
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wit jedem Speere des Normalennetzes v0n N einen seiner Schnitt- 
punkto mit dem Zylinder~ etwa seinen ,Austrittspunkt ~ zu. So 
seien den beiden Speeren der Kugel, die iu diesem ~0rmalennetz 
enthalten dad, die Punkte m u n d  n des Zylinders zugeordnet und 
dem Speere S der Punkt s. Die Ebene durch m, n und s trifft 
den Zylinder nach einem irreduziblen Kegelschnitt. Der 1)unkt s ~ 
dieses Kegelschnittes, der dutch das Paar m, n yon s harmonisch 
getrennt wird, ist der Austrittspunkt s* des gesuchten Speeres S ~. 
Die Verbindungslinien entspreehender Austrittspunkte s, s ~ geh~ren 
dem Liniennetze an~ das die Verbindungslinie yon m und n und 
die Sehnittlinie der Tangentialebenen an den Zylinder in diosen 
Punkten zu Brennlinien hat. 

Ist die Speerkugel~ an der gespiegelt wird, ein Normalennetz 

"[a--0, ~-~--2-7: {rood ~}) , so entsteht die Spiegelung dureh Zusam- 

mensetzung der Umwendung an der Achse des Netzes mit der 
Umkehrung. 

Um die Gesamtheit der automorphen Transformationen einer 
Speerkugel mit den Bestimmungsstlicken a und a { ~ 0 }  zu unter- 
suehen, verwenden wir wieder die Abbildung der Speerkugel auf 
die Punkte eines Drehzylinders~ und zwar ordnen wi 5 wenn a=t= 0 
ist~ . jedem Speere der Kugel seinen Beriihrungps unkt mit dem 
Zyhnder, der als Brennflttche auftritt, zu, w~thrend wir, falls a -  0 
ist~ um die Mittelgerade als Drehachse einen Zylinder mit dem 
Radius Eins beschreiben und jedem Speere der Kugd  seinen Aus- 
trittspunkt das dem Zylinder zuweisen. Jeder der o08 Ketten der 
Kugel entsprieht auf dera Zylinder ein irreduzibler Kegelsehnitt 
(der reelle Zug dues einteiligeu Kegelschnittes). Die automorpheu 
Transformationen der Kugd aus (GI~ ~ ~40) /4(~) (a * ' 1 2  ) "--12 ~ H 1 2 )  i B a s s e u  da- 
her automorphe Kolllneationen des Zyllnders nach sich ziehen. 

D i e T r a n s f o r m a t i o n e n  yon  (G~, --x~ Td(~), --~2 ~4(2), --~ H(s)~ , v  ~ ^ l e h  ~̂, 
e i n e  b e s t i m m t e  S p e e r k u g e l  in  s i e h  t r a n s f o r m i e r e n ,  
b i l d e n  e i n e  g e m i s e h t e  s e c h s g l i e d r i g e  G r u p p e .  

Nennert wir diese ffir den Augenbliek ((~6~ ~,'6 -~(~) , ~,6r ~) ) , indem 
wir voraussetzen, dal~ {~ in G~2 und .r in /4 (k) enthaltensei. Be- ~r162 - - 1 2  
trachten wir nur die Speere der Kugel als Objekte der Gruppe, 
so ist offenbar ~ ,  mit ~ ) a n d  ebenso @~)mit ~{~)identiseh. Doeh 
sind diese beiden so entstehenden Seharen von Vertausehungen 
der Speere unserer Kugel noch nieht kontinuierlieh~ sondern jede 
yon ihnen besteht aus zwei getrennten Seharen~ weshalb wir ftir 

h ~*~ einfiihren wollen, so dal~ sis die Bezeiehnungen ~ ,  ~)~ und ~)~, .+~ 

also (fl~, ~ )  meromorph zu ( ~ ,  ~ ) )  und (9,, 1)~, ~)~, ~)*~) mero- 
morph zu (~v ~)~), ~<~) (~) w~ ~ )  ist. 

16" 
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Ein irreduzibler Zylinder gestattet bekanntlieh eine sieben- 
gliedrige automorphe Kollineationsgruppe mit einer seehsgliedrigen in- 
varianten Untergruppe. Auf diese Un~ergruppe~ die bei dan bier vor- 
liegenden Realitatsverh~ltnissen im reelen Gebiete aus vier getrennten 
kontinuierliehen Seharen bestelat, bildet sieh die Gruppe (g6, [)~, t)~S, D~ ~) 
ab. Bei der kontinuierliehen Gruppe g~ bleibt sowohl der Umlaufungs- 
sJnn des Zylinders als aueh der Durehlaufungssinn seiner Erzeugenden 
erhaIten, w~hrend die Transformationen yon 0~ beicle Sinne um- 
kehren. Die Transformationen yon 0~ ~ kehren den Umlaufungs- 
sinn des Zylinders um und lassen den Durehlaufungssinn seiner 
Erzeugenden unver~ndert~ w~thrend umgekehrt die Transformationen 
yon D~ II den Umlaufsinn nieht ~ndern und die Durehlaufangssinne 
de r Erzeugenden vertausehen. 

Innerhalb (GI~ , /-I~) gestattet eine Speerkugel eine sieben- 
gliedrige, ebenfalls aus vier kontinuierliehen Seharen zusammen- 
gesetzte gemisehte Gruppe~ die sieh auf die Gruppe a l l e r  auto- 
morphen Kollineationen des zugehsrigen Zylinders abbildet. 

[Ibt man auf alle Speerkuge/n die Sehwenkung dureh den 
WinkeI [3 bezaglieh des Ursprunges aus (vgl. w 3), so erhalt man 
~ 6  Speerwirbel, die wieder untereinander bezfiglieh G~ aquivalent 
sind~ well GI~ in G~4 invariant enthalten ist. Um die Gestalt 
~ieser Speerkongruenzen zu untersuehen~ beniitzen wit unsere 
Koordinaten X~ 3~, ~. Es sei 

(4) (AlX)==eos(~@aa), {~=~--- ;=- ' -0(mod~),  a=;---~g} 

die Gleiehung irgend einer Speerkugel. Trennen wir skalare und 
vektorielle ~eile, so wird 

(5) (9-I I 2) = eos ~, (9/ I 2) @ (g I 2) = - -  a sin ~. 

Nun t~ben wir die Schwenkung dutch den Winkei ~ aus: 

A 
(6) 2 = 2 ~, 2 = 2 ~ cos ~ - -  22* sin ~, J~ - -  0 (mod z)}. 

_ _ _ t ~ ~ 

Das gibt~ wenn wit die Sternehen nachtr~glieh wieder weg- 
lassen~ f a r  die Gleiehungen des Wirbels 

( ~ i ~ )  = cos ~, 
(7)  

(~1 22 cos ~ - (~ ~ )  sin ~ + (~) ~) = = ~ s ~  ~ 

Fiihren wit jetzt eine (reelle) Sehiebung aus 

A 
(8) 2 = 2 +, Y -~- a~* - -  ~3 Y +, 
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deren Vektor 

a cos ~. sin ~ cos ~ A 
~3-- sin asin-~ 9"I-~ cos '~as inS~+eos~-  92[- eos~asin'~@-eosS~3 9.I 

ist, so vereinfaehen sieh die Gleiehungen des Wirbels, wenn wir 
wieder die Sternchen weglassen, zu den folgenden- 

( ~  I ~) = cos ~, (~t I ~9 cos ~ - (~ ~ _~) sin ~ = o. 

Dabei mttssen wit zunaehst den Fall ausschlielten~ dal~ Cos 
und cos ~ gleiehzeitig verschwinden, weil dann und nm" dann tier 
angegebene Ausdruek fiir ~B unbestimmt wird. Um nun diese 
Formeln geometrisch zu deuten~ bemerken wir~ dal~ wir auf diG' 
sGlben Formeln kommen, wenn wit auf die Speerkugel 

( ~ ] ~ ) = e o s ~ , ( ~ l l ~ _ ) = 0  { ~ = 0 ,  c t = O }  

die Sehwenkung dureh den Winkel ~ ausOben. Diese Kugel, deren 
Mittelgerade dutch den Koordinatenanfangspunkt geht, besteht  abet 
aus allen Speeren~ welehe die zu einem Speere orienfierte Mittel- 
gerade unter dem Winkel ~ sehneiden. Drehen wil, ein in dieser 
Kugel enthaltenes B~sehel syntaktisehe Speere um den  Speer des 
Bttsehels, weleher dutch den Koordinatenai;fangspunkt hindurehgeht~ 
durch den Winkel ~ und lassen dann das so erhaltene Parallelen- 
b~sehel um die Mittelgerade rotieren, so besehreibt es unseren 
Speerwirbel. Wir haben also gefunden: 

D r e h t  man  e in  B ~ s c h e l  s y n t a k t i s c h e r S p e e r e  um 
e i n e  ( r e e l l % e i g e n t l i c h e )  G e r a d e - - d i e , M i t t e l g e r a d e "  
d e s  W i r b e l s  so b e s e h r e i b t  das  B t t s e h e l  e i n e n  Wir -  
bel ,  w e n n  s e i n e  S p e e r e  zu d e r  D r e h a c h s e  n i g h t  
p a r a l l e l  l a u f e n .  1) Doch kann man auf diese Art n i c h t  a l l e  
Wirbel erzeugen, wie wir gleieh sehen werden. 2) 

Besteht der Wirbel aus allen Speeren einer Eben% so kann 
jede (reell% eigentliche) Gerade~ die auf dieser Ebene senkreeht 
steht als seine Mittelgerade angesehen werden. 

Legt man durell einen beliebigen Speer S eines Wirbels 
eine Ebene parallel zur Mittelgeraden, so sehliettt diese mit der 
Ebene des Bttsehels der zu S syntaktisehen Speere des Wirbels den 
Winkel ~ ein i der ~ auch seinem Vorzeiehen nach - -  modulo 
bestimmt ist. Dieser Winkel ist gegenttber den Transformationen 
yon G~ invariant und seine (eindeutig bestimmte) Cotangente ist 
gleich dem Verhaltnis ~ : g t  (vgl. das Ende des w 3). Die Wirbel, 
fitr welche die Invariante ga:3, denselben Wert hat~ werden 

{mode} erh~tlt man die dm'eh G~ transitiv vertauseht. Ffir ,~ ~ ~- 

S p e e r q u i r l e :  

~) v~o~. ~. ~ ' , , ~ a , a  ~. ~. O. S. ~ .  
2) Dies wurde yon Herrn J. G r t i n w a l d  anscheinend tibersehen. 
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D r e h t  man  e in  B t t s c h e l  s y n t a k t i s c h e r  S p e e r e  um 
e i n e  ( r ee l l e ,  e i g e n l l i e h e )  G e r a d e ,  d i e  in e i n e r  E b e n e  
l i e g t ,  w e l e h e  d i e  E b e n e  de s  B t i s c h e l s  l i ings  e i n e s  
s e i n e r  S p e e r e  s e n k r e c h t  s c h n e i d e r ,  so b e s c h r e i b t  
d a s  B t i s e h e l  e i n e n  Quirl~ w e n n  d ie  D r e h a e h s e  n i e h t  
zu den  S p e e r e n  des  B i t s c h e l s  p a r a l l e l  l~tuft. 

Man kann die Qairle auch als Gesamtheit aller Speerkongruen- 
zen definieren, welche beztiglieh Gls ~tquivalent sind zu der Kon- 
gruenz~ welche durch alle Speere einer (reellen~ eigentliehen) Ebene 
gebildet wird. 

Unter die Qairle gehtirt nun auch der oben ausgesehlossene 
Sonderfall cos a ~ cos ~ ~- 0, in welchem, wenn w i r e s  nicht mit 
allen Speeren einer Ebene zu tun haben~ die angegebene Erzeu- 
gung durch Rotation eines Parallelenbtisehels versagu Die Formeln (7) 
nehmen hier die einfachere Form an 

(11) (~ I ~ ) - -  o, ( ~ )  (~/[ ~)- -  a. 

Ein derartiger Quirl wird dadurch hergeleitet, daft man die Speere 
einer Ebene einer Querschiebung (vgl. w 3) gegen einen Vektor 
unterwirft, den man zu dieser Ebene parallel annehmen kann. 

Eine mechanische Erzeugung s diese Quirle liefert uns wieder 
die am Ende des w 2 betraehtete Bewegung. Bei dieser beschreibt 
n~tmlich jedes Bttsehel syntaktischer Speere, das mit dem bewegten 
Raume verbunden ist und nlcht zu der festen Geraden parallel 
lituft~ einen Wirbel und insbesondere besehreiben die Parallelbtisehel~ 
welche in Ebenen senkrecht zu der festen Geraden gelegen sind, 
Quirle der eben erwithnten besonderen Familie. Diese Quirle sind 
si~mtlich zueinander ithnlieh. 

Aus der Gruppe der Bewegungen und Umlegungen gestattct 
ein Quirl in der Regel nur die kontinuierliche eingliedrige Gruppe 
der Drehungen am seine Mittelgerade. Laufen die Speere des Quirls 
abet za einer Ebene parallel~ so erweitert sich die Grnppe zu einer 
zweigliedrigen~ gemischten~ aus zwei getrennten Scharen bestehen- 
den Gruppe. Ein Quirl endlieh, der aus allen Speeren einer Ebene 
besteht, gestattet die dreigliedrige, aus vier getrennten Scharen be- 
stehende Gruppe aller Bewegungen und Umlegungen~ die diese 
Ebene in Ruhe lassen. 

Da die Speerkugeln mit den Quirlen dutch den Sehwenkungs- 

prozeI~ 

schaften der Kugeln hieher tibertragen. So finden wit z. B.: 
D u r c h  d r e i v e r s c h i e d e n e S p e e r e ~  yon d e n e n  k e i n e  

z w e i  s y n t a k t i s c h  sind~ g e h t  e in  e i n z i g e r  Q u i r l .  
Es  g i b t  in d e r  G r u p p e  (Gi4,/~lg) a u g e r  d e r  I d e n -  

t i t i t t  n u r  e i n e  e i n z i g e  T r a n s f o r m a t i o n ~  w e l e h e  a l l e  
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S p e e r e  e i n e s  Q u i r l s  e i n z e l n  in R u h e  l~13t. D i e s e  
T r a n s f o r m a t i o n ~  d i e  , S p i e g e l u n g  an d e m  Quir l"~ ge-  

rm(3) n h S r t  d e r  S e h a r  1,12 a . 
AUgemeiner: Es gibt nur eine einzige yon der Identit~tt ver- 

sehiedene Transformation in (G14 ~ H14), die alle Speere eines 
W i r b e l s  einzeln in Ruhe laltt, , d i e  S p i e g e l u n g  an d e m  
W i r b e l " .  

Besteht ein Quirl aus allen Speeren einer Eben% so reduzier~ 
sieh die Spiegelung an ihm auf die~gewShnliehe Spiegelung an 
dieser Ebene. So stellt z. B. S ~ =- S die Spiegelung an der Ebene 
x , z -  0 dar (vgl. w 3). 

Im allgemeinen Falle k6nnen wir die Spiegelung folgender- 
magen konstruktiv durehftthren. Die Ebenen aller Btisehel 
syntaktischer Speere, die in unserem Quirl enthalten sind, um- 
httllen einen Drehkegel. Den Doppelpnnkt o dieses Drehkegels 
nehmen wir als Mittelpnnkt der Einheitskugel des spharischen 
Bildes. Es sei irgend ein Speer S gegeben und wit sollen den 
daraus dutch Spiegelung an dem Quirl hervorgehenden Speer S* 
anfsuehen. Li%t-~ der Punkt t~ welcher das sph~trische Bild von S 
ist, auf dem Kreise K~ der das sph~risehe Bild des Quirls ist, so 
finder man S* aus S dureh Spiegelunff an der Ebene des Bttsehels, 
tier za S syntaktisehen Speere des Quirls. hn allgemeineren Falle, 
wenn t~ nieht auf K gelegen ist~ suchen wir znn~tehst den P o l k  
der Ebene des Kreises K beziiglieh der Kugel. Der zweite Sehnitt- 
punkt der Verbindungslinie k t~. mit der Kugel ist das sph~trisehe 
Bild t* yon S ~. Es sei p der Sehnittpunkt yon S mit der Tan- 
gentialebene z in t~ an die Einheitskugel. Zu �9 legen wir die 
parallele Ebene T~ dureh t~ und projizieren _p aus k zentral auf ~ 
naeh/0t. Klappen wit nun die Ebene x 1 in die Tangentialebene ~ 
in t~ um ihre Schnittlinie in bestimmter Weise hinein: so kommt 
p~ in den Ful~punkt p* yon S ~ auf ~ zu liegen..Das Hineinklappen 
hat hiebei so zu erfolgen~ dag die bestehende Ahnliehkeit p--~p* 
eine n n e i g e n t l i e h e  wird, wean man die zum Kugelmittelpunkt 
gerichteten Normalen yon ~ und ~ einander zuordnet. 

Die Gruppe der automorphen Formationen eines Qnirls ist nattir- 
lieh ahnlieh zu der eines Wirbels. Besteht der Quirl aus allen Speeren 
einer Ebene, so enth~tlt er ~ a  Ketten, die wit als 7~orientierte 
Kreise" bezeiehnen kSnnen~ indem wir die B~ischel yon Speeren mit 
eigentliehem Seheitel aueh za diesen Kreisen reehnen. Die sieben- 
glieclrige Gruppe aus (GI~, HI~ ) mul~ also, soweit sie sich auf die 
betraehtete Ebene bezieht, orientierte Kreise wiecler in solehe 
iiberftthren. Die Gesamtheit aller Vertauschungen der Speere einer 
Ebene, welehe diese Eigensehaft haben~ ist aber eine siebengliedrige~ 
gemisehte Gruppe, wie zuerst S. L i e  angegeben hat~ ~) eine Unter- 
gruppe der zehngliedrigen Gruppe aller ebenen orientierten Be- 

1) Lie ,  G~Sttinger Nachrichten, Mal 1871 und Math. Ann. 5. Ba. (187~t)~ 
N. 186. 
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rtihrungstransformationen, die Kreise in Kreise iiberftihren. Man 
hat diese siebengliedrige Grupp% da sieh L a g u e r r e rnit ihrer 
Geometrie eingehender besch~ti~igt hat, die ~erweiterte Laguerresche 
G-ruppe (der Ebene)" genannt. Wir finden also: 

H a l t  m a n  d i e  G e s a m t h e i t  d e r  S p e e r e  e i n e r  ( ree l -  
len, e i g e n t l i e h e n )  E b e n e  fest~ so v e r t a u s e h t  d i e  
G r u p p e  (GI~Hl t )  d ie  S p e e r e  d i e s e r E b e n e  e b e n s %  w i e  
d i e  e r w e i t e r t e  L a g u e r r e s e h e  G r u p p e .  

Die automorphe Gruppe aus (G12 ~ /4 (') H (2) (s) --12, 12,H12) bildet sieh 
ab auf die sechsgliedrige ,Laguerresche Gruppe", dis in der fi'tiherea 
invariant enthalten ist. Diese Gruppe gehSrt der unendlichen Gruppe 
yon Speertransformationen an, die S e h e f f e r s  dis Gruppe der 
aquilengen Transformationen genannt hat. 1) 

Wie die automorphe Gruppe eines allgemeineren Quirls dessen 
Speere untereinander vertauscht~ erkennt man, wenn man beaehtet~ 
dal~ die orthogonale Projektien dieser Vertauschungen auf eine Ebene, 
die zur Mittelgeraden des Quirls senkreeht steht~ wieder die 
(erweiterte) Laguerresche Gruppe ist, woven man sieh leieht tiber- 
zeugen kann. 

Nachen wir noeh einige Bemerkungen beztiglich der Speer- 
ketten. 

In  j e d e m  W i r b e l  g i b t  es cos K e t t e n .  D u r c h  j e d e  
K e t t e  g e h t  e in  e i n z i g e r  Q u i r l  und  ~cl W i r b e l .  

Es  g i b t  i n n e r h a l b  d e r  G r u p p e  (GI~ ~H(1)12~12tq(2);H12(3)) 
e i n e  d i s k r e t e G r u p p e  yon  v i e r  v e r t a u s e h b a r e n T r a n s -  
f o r m a t i o n e n ,  d ie  d i e  S p e e r e  e i n e r  K e t t e  e i n z e l n  in 
R ~ h e  lassen~ n~ tml ieh  

aus  G~ d ie  I d e n t i t 5  b 

aus  H~12 ) d ie  S p i e g e l u n g  an d e r  G a r b e  | 

aus  H:22 ) d ie  S p i e g e l u n g  an d e r  K u g e l  (I 
d u r e h  d i e  

K e t t e .  
H (3) d ie  S p i e g e l u n g  an  d e m  Q u i r l  / a I_I S --i2 

Einen speziellen Fall dieser diskreten Gruppen haben wir 
schon im w 3 betrachtet, namlich die vier Transformationen S* ~ S ,  

S* ----- S~ S "~ m_ ~' und S* ~-- }, welche samtlich die Speerkette 
in Rube lassen, die aus allen Speeren der Ebene xs = 0 gebildet 
wird~ die dutch den Koordinatenanfangspuukt hindurehgehen. 

w 6. Die involutorischen Transformationen der Gruppe (G~4, H14). 

~Vir wollen jede Transformation, die zweimal hintereinander 
angewendet die Identitat ergibt, involutoriseh nennen, so dal] also 
aueh die IdentitSt selbst zu den involutorisehen Transformationen 

1) Vgl. die Abh~mdlung des Verfassers ,Zur Geometrie der Speere in der 
:Euklidischen Ebene"~ Monatsh. 1910, S. 3. 
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gereehnet wird.1) Um sun derartige Abbildangen in unserer Gruppe 
za finden, gehen wit yon der Betraehtung des sph~irischen Bildes 
aus. Da das sph~risehe Bild einer involutorisehen Transformation 
wieder eine solehe sein mu$, so kommen hier nut dis foigenden 
vier Falle yon reellen M 5 b i u s sehen K~'eisverwandtsehaften in Frage : 

I. Die Identitat. 
II, Eine Transformation, die folgendermagen konstruiert wird: 

~r nimmt zwei beliebig% voneinander versehiedene, reelle Kugel- 
punkte als Doppelpunkte der Abbildung an; um zu einem belie- 
bigen dritten Punkte den entspreehenden zu finden, legt man dureh 
ihn und die beiden Fixpunkte den Kugelkreis and ermittelt darauf 
beztiglich dieser beiden Punkte zu dem gegebenen l~unkt den vierten 
harmonisehen. Entspreehende Punkte werden dutch die Geraden 
des :Netzes ausgeschnitten~ dag die Verbindungslinie tier Doppel- 
punkte nnd deren reziproke Polare beztiglich der Kugel als Leit- 
linien hat. Man kann diese Kreisverwandtschaft aueh dutch die 
Aufeinanderfolge yon zwei anderen~ miteinander vertausehbaren 
ersetzen; namlieh z. B. dureh die Inversionen an dem kleinsten und 
gr(iliten tier dutch die Doppelpunkte gehenden Kugelkreise. Liegen 
die Fixpunkte diametral gegentiber, so reduziert sich die Trans- 
formation auf die Umwendung um den verbindenden Durchmesser, 

III. Die Inversion an einem (mit einem reellen Zug versehenen 
oder) einteiligen Kugelkreis. 

IV. Die Inversion an einem nullteiligen Kugelkreis. Man 
kann diese aueh dutch zwei vertausehbare Transformationen er- 
setzen, ni~mlieh dnreh die Spiegelung an einem einteiligen Kreise 
und die Umwendung an dem Durchmesser, der zu der Ebene des 
Kreises senkrecht ist. 

Die Transformationen I u n d  II sind e ig  e n t l ie  h e, III und 
IV u n e i g e n t l i e h e  Kreisverwandtsehaften. Unsere Aufz~ihlung 
ist ferner vo l l s t i~nd ig ,  d. h. jede (reelle) involutorische Kreis- 
verwandtsehaft ist gegen(iber der Gruppe a[ler (reellen) Kreis- 
verwandtsehaften mit einer der vier aufgez~thlten Arten iiquivalent. 

Wir beginnen damit, die involutorischen Transformationen 
der Gruppe (G~, H~ ), __~H (2), H~(,~ )) zu ermitteln. 

Da das sphi~rische Bild einer Transformation aus G~ eine 
eigenfliche Kreisverwandtschaft ist~ so haben wir hier nur die 
Falle I u n d  II zu berticksiehtigen. Wir finden 1 .  die Identiti~t 
and 2. die Abbildung~ welche wir S p i e g e l u n g  an e i n e m  
S p e e r p a a r  nennen kSnnen~ da bei dieser Transformation nnr 
zwei verschieden% nicht-syntaktische Speere in Ruhe bleiben. Ver- 
mSge der ersten Abbildung des Speerraumes entsprieht dieser 
Transformation die Umwendung an der komplexen Euklidischen 
Geraden, in der sich die beiden Minimalebenen sehneiden, die den 
festbleibenden Speeren zugeordnet sind. Ist diese Gerade reell, 

a) Diese Festsetzung machen wlr nu t  hier  fiir den Augenblick, und zwar 
aus naheliegenden Griinden. 
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d. h. fallen die beiden Speere gegensinnig oder antitaktiseh zu- 
sammen, so wird die Umwendung mit der zugeh~rigen Trans- 
formation des Speerraumes identisch. Ein zweiter Sonderfall, der 
den ersten umfal3t, ist der, dal3 die komplexe Gerade eine reelle 
Riehtung, d. h. einen reellen uneigentliehen Punkt hat~ so dal~ die 
beiden Fixspeere der Abbildung antitaktiseh liegen. Man ftthrt 
diesen Fall durch Transformation mit einer ,Quersehiebung" auf 
den ersten zurttek. Wenclen wit uns jetzt zu dem ,,allgemeinen 
Fall ~, in dem die Fixspeere weder syn- noeh antitaktiseh sind. 
Wit legen dutch den Italbierungspankt ihrer gemeinsamen Normalen 
oder, falls sie sieh sehneiden, durch ihren Sehnittpunkt eine Gerade, 
die in beliebiger Weise zu einem Speer orientiert mit den gegebenen 
Speerea gleiehe Winkel bildet. Sehraubt man unsere Fixspeere 
nun um die so gefundene Gerade als Axe, so durchlaufen sie eine 
Speerkugel. Die Spiegelung an dem Paar der Fixspeere kann 
man nun dutch die Aufeinanderfolge von drei bekannten Trans- 
formationen ersetzen : erstens die Spiegehmg an der eben gefundenen 
Kugel 7 zweitens die Umwendung an der gemeinsamen Normalen 
des Speerpaares, drittens die Umkehrung. Man bemerk% dal3jeder 
der c,~* Speerketten dutch das Fixspeerpaar in sieh transformiert 
wird, und zwar so, daft Speere, die bezttglieh des gegebenen Paares 
harmoniseh liegen, miteinander vertauseht werden. Das Doppel- 
verhttltnis der vier dualen SpeergrSfien, welehe an den beiden Fix- 
speeren and einem Paare entspreehender Speere gehSr% hat, falls 
es ttberhaupt einen bestimmten Wert ha% den Wert - - 1 .  

Wir wenclen uns an zweiter Stelle za den involatorisehen 
Transformationen von H (:) deren spharisehe BiIder wieder eigent- 
liehe Kreisverwandtsehaften sind. Wit finden ftir den Fall I 
3. die Spiegelung an einer Garbe, die wir sehon in w 4 behandelt 
haben, und entspreehend dem Fall I[ erhttlt man eine 4. Trans- 
tbrmation~ die dureh die erste Abbildung aus der Spiegelung an 
einer komplexen Lukhdlsehen Ebene e hervorgeht. Da man mit 
tlilfe derartiger Transformationen die ganze Gruppe (G12 , H}~ )) auf- 
bauen kann, so wollen wir sie einer etwas eingehenderen Betraeh- 
tung unterziehen. 

Ist die Ebene e reell, so kann unsere Transformation zusam- 
mengesetzt werden aus der Spiegelung an dieser Ebene and der 
mit dieser vertausehbaren Umkehrung. Der Fall, dal3 die Ebene 
eine reelle uneigentliehe Gerade oder eine ~reelle Stellung" hat, 
ltilh sieh analog wie im Falle 2. dureh eine Quersehiebang 
in einfaeher Weise auf die erste Annahme zurttekffihren. Wir 
wollen daher voranssetzen, dal3 unsere Ebene e imaginttr sei 

�9 . , oo -  ~ .~ . and yon tier konjugmrt-lma~,maren Ebene m der reellen, eigent- 
!iehen Geraden A gesehnitten werde. Die Kreisverwandtschaft, 
welehe das sphttrisehe Bild unserer Transformation is% kann man 
zusammensetzen aus der Inversion an einem einteiligen Kugel- 
kreise K~ dessen Ebene auf A senkreeht steht, mit der Spiegelung 
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an einer (reellen) Durehmesserebene 8, die zu A parallel ist. Man 
kann nun zu emem Speere S, der nicht zu A parallel ist~ in 
folgender Weise den entsprechenden S* aufsuehen. Man ermittelt 
zuerst mit Hilfe des sphitrischen Bildes die Richtung yon 2*. Dann 
legt man dureh zwei verschiedene (reelle~ eigentliehe) Punkte p 
und ~ yon A syntaktisehe Speere zu S~ ni~mtieh ~ und Sq, ebenso 
z n  S *  * * ' S" und S .  Man brmgt nun die drei syntaktischen Speere 
S, Sp und Sq dutch eine (reelle, eigentliehe) :Normalebene v in dem 
Dreieek s ,  s~,, sq zum Durehsehnitt: ebenso die beiden Speere 

s S ~ und mit emer ~ormalebene v m den Punkten s~ Sq. Det" 
P q 

Durchstol3punkt s ~ yon S* mit v ~ ist jetzt  so zu konstruieren~ dal~ 
die Dreieeke s, s~, s,~ und s , s~ Sq e i g e n t l i e h  ahnlieh werden, 
wenn man die orientiertcn Normalen S und S* yon v und ~* ein- 
ander zuordnet. Dadurch ist S* eindeutig bestimmt. 

Sehliel31ich ist noeh anzugeben, wie man die zu A parallelen 
Speere behandelt. Es sei also S ein zu A p~u'alleler Speer und S* 
der gesuehte entsprechende Speer. Wir  nehmen an, dal~ der Mittel- 
punkt der Einheitskugel des sph~trischen Bildes auf A gelegen sei. 
Wir  bringen nun S im Punkte s zum Schnitt mit der Tangential- 
ebene v in dem Punkte  sk der Einheitskugel, der das sph~trische 
Bild yon S ist. Dann projizieren wit" sk aus dem Pole der Ebene 
des selbstentspreehenden Kreises K beziiglich der Einheitskugel 
auf die Tangentialebene v* im Punkte sk, der dem Punkt  s k dia- 
metral gegentiberliegt. Der so erhaltene Punkt  s* ist der Schnitt- 
punkt yon S* mit ~*, und zwar liegt S* antitaktisch zu S. 

Bei unserer Transformation gehen alle Speere einer (reellen) 
Ebene a dureh A wieder in die Speere einer solehen Ebene a* 
fiber, und zwar liegen a un4 a* symmetrisch beztiglich der Ebene ~. 
Insbesonders werden die Speere der Ebene 8 und ebenso auch die 
Speere der zu ~ normalen Ebene dureh A untereinander vertauseht. 
In 8 liegen zwei Bttsehel syntaktiseher Speere. die bei der Trans- 
formation einzeln in Ruhe verbleiben, wiihrend es in dergenannten  
za 6 normalen Ebene keine (reelten) festbleibenden Speere gibt. 

Betrachten wit noeh die Vertausehung der Speere in der 
Ebene ~ etwas eingehender. Es sei K~ der Schnitt yon 8 mit der 
Einheitskugel des sphitrisehen Bildes und v der Mittelpunkt der 
Kugel. Um zu einem Speere S yon 8, der nicht zu A parallel ist, 
den entspreehenden S* aufzusuchen~ sucht man znerst den Punkt  

s~ auf K~ so auf dal3 vs k sYntaktiseh zu S ist. Dann sueht man 
den zweiten Sehnittpunkt s k der Verbindungslinie k s~ mit Kz. Der  

dureh den Schnittpunkt yon S m i t  A syntaktisch zu v s k gezogene 
Speer ist der gesuehte S*. 

Diese Transformation der Speere einer Ebene gehtirt der 
, L a g u e r r e s e h e n  G r u p p e "  an, kann als , L a g u e r r ~ s e h e  
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Sp i e ge 1 u ng~ bezeiehnet werden und steht in gewisser Analogie 
zur Transformation dureh reziproke Ifadien (Inversion). 1) 

Wir k0mmen jetzt zu den involutorisehen Abbildungen der 
Schar /4 (~) deren sph~risches Bild die Schar der u n e i g e n t 1 i c h e a 
Kreisverwandtsehaften ist. Entsprechend dem sph~.irischen Bilde I I I  
erhalten wir als 5. involutorisehe Transformation d i e S p i e g e 1 u n g 
an  e i n e r  S p e e r k u g e l .  Setzt man eine derartig e Spiegelung 
noeh zasammen mit einer mit ihr vertausehbaren Transformation, 
n~mlieh der Umwendung an der l~ittellinie der Kugel, so erhalt 
man die 6. involutorisehe Transformation, deren sph~risehes Bild 
yon der Art IV ist. Aus der Spiegelung an einem Normalennetz 
erh~lt man dutch Zusammensetzang mit der Umwendung an der 
(eigentliehen) Achse des Netzes die U m k e h r u n g, die also aueh 
hierher gehSrt. 

Zum Sehlussc haben wir noch die Sehar H}a~ ) ins Auge zt{ 
fassei b zu der als sphsrisehes Bild wieder die Sehar der uneigent- 
lichen Kreisverwandtsehaften gehSrt. ]Jem spharisehen Bilde I I I  
entspricht 7. d i e  S p i e g e l u n g  an  e i n e m  Q u i r l .  Als Sonder- 
fall tritt hier die Spiegelang an einer  (reellen, eigentliehen) Ebene 
auf. Ftigt man zur Spiege[ung an einem allgemeinen Qairl noeh 
die Umwendung um seine Mittelgerade hinzu, so erh~lt man 8. 
die involutorisehe Transformation yon H~3~ ), deren sphSrisches Bild 
mit der Nummer IV zu bezeichnen ist. Als Spezialfall gehSrt 
hierher die Spiegelung an eineal @'eellen, eigentliehen) Punkte. 

Damit sincl die involatorischen Transformationen der Gruppe 
G H ~ H ~  ~, H}a2 )) erschSpfend aufgezahit, d. h. jede derartige 

1"2) 12 ) 
Transformation ist mit einer der aeht angez/ihlten ~lqnivalent. 

Innerhalb der Gruppe ~I ~ gibt es keine neuen involutorisehen 
Transformationen~ d. h. diese Abbildungen sind s~imtlieh gegen- 
tiber G~ mit den Transformationen 1 ,  2., 3. und 4. aquivalent. 
Dies folgt sofort aus dem Zusammenhange der Gruppe G~  mit 
den komplexen ~Ahnliehkeitstransformationen. 

Innerhalb der Sehar H ~  gibt es noeh 2.001 gegenfiber G~e 
versehiedene involutorisehe Abbildungen~ die aus den Transforma- 
tlonen 5 ,  7. ; 6 ,  8. am einfaehsten mittels geeigneter Sehwenkungen 
dutch beliebige Winkel hervorgehen. Innerhalb (G~, tI~) gibt 
es nur seehs versehiedene Klassen involutoriseher Transformationen, 
namlieh die Abbildungen 1,  2., 3., 4., dann die S p i e g e l u n f f e n  
an  W i r b e l n ,  die za 5. und 7. aquivalent sind, und endlieh 
diejenigen Abbildungen~ welehe za 6. und 8. ~tqnivalent sind. 

Stellen wir noeh die einfaehsten Formen nnserer aeht involu- 
torisehen Abbildungen in (G~, H$; ), H~, ), B ~  )) tibersiehtlieh zu- 
sammen. 

1) Vgl. w 5 und die Abh. des Verf. ,,Zar Geom. der Speere in der Ebeno", 
l~Ionatshofte f. Math. XXL (1910) bes. S. 15. 
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1) Identitttt. 
G~  2) Umwendung. 

H(a) / 3) Spiegelung an einem Punkte ~ Umkehrung. 

a~ / 4) Spiegelung an einer Ebene X Umkehrung. 

H ~ ) J  / 5) Umwendung X Umkehrung. 
6) Umkehrung. 

/(s) { 7) Spiegelusg an einer Ebene. 

~2 8) Spiegelung an einem Pankte. 

w 7. Abgeschlossene Speerkontinuen. 
Will man das Kontinuum der (reellen) Speere oder 7 wie wir 

jetzt  sagen wollen, der (reellen) e i g e n t 1 i e h e n Speere dutch Hin- 
zufagung ,uneigentlicher" Speere zu einem a b g e s eh 1 o s s e n e n 
Kontinuum erg~tnzen 7 das fCir die Betraehtung der Gruppen G~s 
und GI~ geeignet ist, so bietet sich zun~tchst der folgende Weg 
dar. Wi t  hatten die eigentlichen Speere umkehrbar eindeutig auf 
die MannigiMtigkeit tier l~iinimalebenen abgebildet und diese (in 
w 1) dutch drei ,homogene "~ komplexe Koordinaten too 7 tl~ t, dar- 
gestellt. Nun wird naeh der Ansehauung der projek.tiv.en Geo- 
metrie das Kontinuum der 3[inimalebcnen dureh eine elnzlge ,un- 
eigentliehe Ninimalebene" abgeschlossen, namlich durch die un- 
eigentliehe oder unendlieh ferne Eben% die dcm oben ausgesehlossenen 
Wertetripel too 4= 0, t 1 - -07  t ~ -  0 entsprieht. Es liegt daher der 
Gedanke nab% auch das Speerkontinuum durch Einftthrung eines 
einzigen uneigentlichen Speeres abzusehlielten. Die homogenen 
komplexen Koordinaten too ~ tl~ t s stellen dieses abgeschlossene 
Kontinuum 7 das wir mit ~1 bezeiehnen werde% ausnahmslos eindeutig 
dar~ nattirlieh unter der Voraussetzung 7 dal] man das Tripel 07 0 : 0  
aussehliel~t. 

Aus dieser ersten Ergi~nzung kann man leicht eine zweite 
herleiten. Wit  setzen 

( 1 )  too - -  %07 t l  - - :  ~ i ,  t~ - - ~ z  2 

und betrachten die komplexen Zahlen Too , z~ z17 % als Speer- 
koordinaten. Bedeuten p und z zwei beliebige komplex% yon 
Null versehiedene Zahlen~ so sehen wit die Systeme ('007 ~ Xl, %) 
und (?sS2%o 7 p~ szl~ ~%) als i~quivalent an. Ferner wollen wit 
die Wertesysteme (%0, % 0~ 0) aussehliel~en. Dadurch kommen 
wir zu einem neuen Kontinuum ~s mit ~ s  uneigentlichen Elemente% 
die den Zusammenhang der (reellen) Punkte  einer Kugel haben 

, und dureh das Verschwinden yon z charakterisiert sin& Jedem 
Verhitltnis xt : ~ - -  t~ : t 2 entsprieht ein einziges uneigentliehes 
Element (p~too ~ 0~ rl~ ~)~ d. h. in jedem Bttndel syntaktiseher 
Speere iiegt ein einziger uneigentlicher-Speer~ umgekehrt geht dutch 
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jeden uneigentliehen Speer ein einziges Btindel syntaktiseher Speere 
hindureh. Die uneigentlichen Speere bilden sich also auf die 
sphiirischen Bilder der Bfindel syntaktiseher Speere auf der Ein- 
heitskugel ein-eindeutig ab. 

Wir beniitzen im Folgenden einen fiir die Geometrie grUnd- 
legenden Begriff, den Herr S t u d y  eingefiihrt hat, niimlich den 
Begriff, der zu einer Gruppe gehSrigen , n a t i i r l i e h e n "  Ken- 
tinuen. 1) 

Wit haben bis jetzt abgeschlossene Speerkontinuen in der Weise 
hergestellt, daI~ wir die (reellen) Speere auf die komplexen Tangential- 
ebenen eines irreduziblen Kegelschnittes oder dual auf die komplexen 
Punkte eines irreduziblen Kegels abgebildet haben~ dann haben wir 
das Punktkontinuum dieses Kegels in einer gegenfiber der automorphen 
projektiven Gruppe ,nat~irlichen" Weise zu einem abgeschlossenen 
Kontinuum erg'anzt und diese Ergiinzung auf den Speerraum fiber- 
tragen. Auf diesem Wege k(innen wir aber nichts Neues mehr 
gewinnen, da die beiden angegebenen Kontinuen die einzigen 
natiirlichen Kontinuen ftir die Gruppe eines Kegels sind, was man 
ebenso naehweisen kann, wie S t u d y  den analogen Satz fiir seine 
Gruppe der radialen Projektivitiiten beweist. 2) Wir wollen daher 
jetzt einen anderen Wez einsehlagen, der uns zu einem dritten 
Speerkontinuum ~3 ftihren wird~ das die Grund]age unserer spiiteren 
Untersuchungen bilden sell. 

An Stelle der in w 2 bentitzten unhomogenen dua]en Koor- 
dinaten X1, X2, .X 3 wollen wir hier homogene duale Koordinaten 
ftir die Speere einftthren, indem wir an Stelle yon Xk, X~: X 0 
setzen. Dann besteht zwischen den neuen dualen GrSl~en die 
Beziehung 

(~) x~o- x~ + x~ + x~. 

Wir trennen ferner skalare und vektorielle Teile 

Xo - -  ~oo + ~oo. x~ - -  ~o, + ~ ,  
(3) 

so dal~ die Beziehungen statt haben 

(4) Z~o- z~l + Z2oo + Z~o3, 
(5) Zoo Zoo - -  Zo~ z~ + Zo~ z~ + Zo~ z~ .  

i) Man vgl. Geom. d. Dynamen w 27, bes. S. 272. Ferner S t u d y ,  die 
Elemento 2. Ordnung . . . ,  Leipzig Ber. 53 (1901), S. 338 un4 Enzyklop~dio 
d. m. W. III, AB, 4 b, F a n o  S. 338, ]~r. 19. 

2) Geom. der Dynamen w 27. Vgl. auch die Arbelt des Verfassers ,~Unters. 
zur Geom. d. Speere in der Euklidischen Ebene", Monatsh. 1910, bes. w 11, S. 52. 
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Dann ftihren wir nochmals neue Bezeichnungen ein~ indem wir 

(6) 3~o~ = ~ {k = 0, 1, 2, 3} 

setzen und die zweiteiligen Determinanten der Matrix 

3~oo ~o~ :~o~ ~oa 

~oo ~.2~ ga, ~,~ 

mit G~, bezeichnen { rs - -01 ,  02~ 03, 23, 31~ 12}, also z. B. 

(7) ~oo ~e.~ - 3~oo ~o~ = ~o,. 

Zur Abktirzung fiihren wir endlieh noch Vektorenbezeich- 
nungen ein: 

(8) 

(9)  

(lO) 

(1~) 

(12) 

(12) e 

(13) 

glgen 

(~. ~, i ~ ) = i ,  

(~o~, ~o~, ~o~)=~_, 

Dann bestehen folgende Gleichungen: 

Go (G L G) = ~o (~_L G) = (G ~ ~), 

(~ 1G_) = o ,  (~j G=) = o ,  (21 ~ ) = o ,  

* + G, G,~ + G~ G~I + G~ G,, = o, 

- -  Go ~ 3  * -} -  G2 ~oa - -  G3 Go~ : O, 

- -  Go ~al - -  ~1 ~os * + ~ 3  Go, : 0 ,  

- -  ~o ~1~ + G1 ~o.~ - -  ~ ~ol * : 0,  

* + G~ ~ol + G~ ~o~ + G~ ~o3 = o, 

A A A 

~) Eine Darstellung der }~, }r, als rationale Funktlonen yon vier Unabhttn- 

Parametern (tz, Tz, at, Tr) geben die Formeln (23) des w 8. 
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Zwisehen den Vektoren ~, ~ und ~ und den zavor bsniitzten 
Vektoren ~, ~, =~ (vgl. w 2) bestehen die Relationen 

(14) Y=-~0' - ~ - X ' ~ = ~ ' ~ o  

Sehen wir nun die Koordinaten ~k, ~, in dem Sinne als 
homogen an, da~ die Systeme (~k, ~,) und (PG ~2~,) als aqui- 
valent gelten~ so stellon diese Koordinaten, yon denen wir nur 
voraussetzen mtissen, dal~ sis nisht s~tmtlieh gleishzeitig Versehwinden~ 
ein abgesehlossenes Kontinaum dar~ yon dem wit zeigen werden, 
dal~ es fiir die Grappe Ga~ sin n a t t i r l i e h e s  Kontinuum ist. 

Wit setzen ~.  ~ ~ x and deaten die zehn x ,  zwisehen dsnen 
die lineare Beziehung Zoo ~ x~ -~- xss @ x~s besteht, and die seehs 
, ~  als tiberzi~hlige homogene Punktkoordinaten. in einem ebenen 
Raume R~a yon vierzehn Dimensionen. Unser Speerkontinu.um 
bildet sich ausnahmslos ein-eindeufig auf eine rationale vmr- 
faeh ausgedehnte Mannigfaltigkeit M~ in dissem R~t ab?) Wir 
haben nun zu zeigen, dag sieh unsere Gruppe G~ auf eine Gruppe 
yon Kollineationen im RI~ abbildet~ die naturgema~ M~ als Ganzes 
in Ruhe lassen miissen. 

Zun~tchst kSnnen wit die Transs yon G~ in den 
dualen Koordinaten X~ dureh die linearen Sabstitutionen 

l ~ 3  

(15) x = -G  x , ,  = o, 2, 
l = 0  

darstellsn, wslehe die Gleichung Xo~== X: q- X:  q-  X2 in sieh trans- 
formieren. Dabei miissen wir noeh voraussetzen~ dal~ dis Deter- 
minante der (reell-) dualen Akt = ak~ q-~bk~ einen yon Null ver- 
sehiedenen und zwar positiven skalaren Bestandteil l a~tl habe. 
Daraas folgt in den Koordinaten ~k, ~,, ftir G~2 die Darstellung 

(16) 

3 

wobei m n  and ebenso r s  die Wertepaare 01, 02~ 037 23~ 31, 12 
za durchlaus haben. Die Gruppe GI~ bildet sich also tatsi~eh- 
lieh auf Kollinationen im R14 ab~ yon deren Determinanten man 
zeigen kann, dal~ sie nicht versehwinden. Nehmen wir noeh die 
Transformationsn ~i~ ~5~, ~:3 der diskreten Grappe des w 3. 

1) Dies ist berelts bei J. Griinwald angedeutet a. a. O., S. 135. 
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(17) 

und 
m a n  

(18) 

endlieh 
G~2 zu 

/ ~-O = 60' r = 61' ~2 ~ 6'9~ 63 = ~'2' 

6oi ~--- - -  %: 6o~_ = - -  6o~ 603 = - -  6oa, 

I = - 6 3 1 ,  = -  

I q+ * * 

~23 = - -  6~3,631 = 6a~ 61,9 = 612 ; 

/ 6o-=60, ~ = - - 6 .  ~ 2 = - - 6 ~ '  6 ~ = ~ 6 3  

~ 3  1 ~01 ~ - -  %1' ~02 ~ - -  602' 603 = - -  6039 

~'93 - - ~ 2 3 ~  ~31 " " 

eine zweigliedrige Gruppe, dureh deren Adjunkt ion 
G~t erweitern kann~ 

~ = 6~, { k =  0, 1, 2 3} 

6o~ ~-~ X (6ol cos ~ @ ~ sin ~), 6.~3 ~--- X (6.~ cos ~ - -  ~ol sin ~), 

603 = k (~o~ cos ~ @ ~1 sin ~), ~ ~--- ~' (%1 cos ~ - -  6o~ sin ~), o "31 

603 = X (603 cos ~ @ ~_~ sin ~), 6~ = ), (61~ cos ~ - -  ~o3 sin ~), 

{x. o) 
zu den obigen Transformationen hinzu~ so erkennen wir, dab sieh 
alle Transformationen yon (G14~ H14) aufau tomorphe  Kollineationen 
der M~ abbilden. Damit  ist gezeigt, dai3 unser abgesehossenes 
Speerkontinuum ~3 ftir die Gruppe (G14 , HI~ ) ein n a t t i r l i c h e s  
Kont inuum ist. 

Wi r  wollen nunmehr  d i e  N a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  un -  
e i g e n t I i c h e n S p e e r e unseres nattirlichen Kont inuums betrachten~ 
die durch das gleichzeitige Verschwinden aller xr8 charakterisiert  
sin& Wir  finden~ dal3 as ~.-x~8 uneigentliehe Speere gibt~ die sich 
auf  die rationals M 3 yon der vierten Ordnung abbilden, die als 
vollsti~ndiger Darchschuitt  der beiden vierfach ausgedehnten quadra- 
tischen Riiume 

2 ,9 2 ,9 2 2 
~ol -[- 6~ § ~-o3 = ~,93 § ~31 § 61,9, 

(19) 
~ol ~,93 "Jr- 6o~ 631 + 603 ~1~ = 0 

Monatsh, fiir ~athema~ik u, Physik. XXI.  Jahrg. 17. 
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in dem ebenen R~ {x,., ----- 0} auftritt. Die M 3 bleibt nattirlich bei 
der betrachteten 14gliedrigen gemischten Gruppe yon automorphen 
Kollineationen der M~ als Ganzes in Ruhe. 

In j edem Btischel syntaktischer Speerc liegt ein einziger 
uneigentlicher Speer und mngekehrt gehen durch jeden uneigent- 
lichen Speer ~ Btischel syntaktiseher Speere, die dutch beliebige 
Schiebungen untereinander vertauscht werden. Ein Btischel syn- 
taktischer Speere kann n~tmlich mit Hilfe eines Parameters o) so 
dargestellt werden : 

2, 31. 

oder 

Fiir lim 
Btischels 

{ r s=O0~ 23, 31~ 12}~ 

to ~ erhMt man den uneigentliehen Speer des 

Mittels unserer Formeln crhMt man sofort eine Abbildung 
der uneigentlichen Spcere auf die Tangenten der Einheitskugel 
ode 5 was im r e e l l  e n Gebiete gleiehbedeutend is L auf ihre Linien- 
elemente. Deuten wit namlich die ~/ als P l t i c k e r s c h e  Linien- 
koordinaten einer Geraden E, was ja zuiblge der Gleichung 
(~]~=)=0 msglich ist, so stellt die Gleichung (~ I ~)-m-(~ I ~) den 
Tangentenkomplex der Einheitskugel dar~ wenn wit uns die Linien- 
koordinaten aus den homogen gesehriebenen rechtwinkligen Punkt- 
koordinaten zusammengesetzt denken. Die za einem eigentlichen 
Speer~ der nieht durch den Koordinatenanfangspunkt o geht~ gehSrige 
Gerade ~ geht zufolge der Gteichungen (12) auch dureh das 

(x sph~trisehe Bild k--~o/  des Speeres hindurch und steht zufolge 

der zweiten Gleiehung (14) auf der Verbindungsebene des Speeres 
mit o normal. Lassen wir nun unseren Speer in einem Parallelen- 
bttsehel ins unendliehe riieken, so dreht sieh dig zugehSrige Gerade 
in der Tagentialebene um den Punkt der Einheitskugel, der das 
sph~risehe Bild des Speeres ist~ und steht in der Grenze auf der 
Ebene des Bfisehels normal. Wir werden zweekm~tl3ig die so er- 
halteno Kugeltangente oder das Linienelement~ welches sie mit der 
Kugel gemein hat, das  s p h ~ r i s c h e  B i l d  de s  u n e i g e n t -  
1 i e h e n S p e e r e s nennen. Man konstruiert demnaeh das sphSrische 
Bild des uneigentliehen Speeres, der in einem gegebenen Parallelen- 
b~sehel enthalten ist~ indem man in dem Punkte der Emheltsku~el, 
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weleher das spharisehe Bild der eigentliehen Speere des Btisehels 
ist~ das Linienelement der Kugel verzeichnet, das auf der Ebene 
des Bfisehels senkrecht steht. 

Man kann dureh Einftihrung eines Aquivalenzbegriffes yon 
unserem nattirliehen Kontinuum auf das zweite abgeschlossene 
Speerkontinuum zurtiekgelangen, indem man niimlieh Linienelemente 
des sph~trisehen Bildes mit gemeinsamem Anfangspunkt nieht von- 
einander nnterseheidet. 

Um einen Einbliek in die Struktur der M 3 zu gewinnen, 
wird es ntitig sein, aueh ihre analytisehe Fortsetzung ins komplexe 
Gebiet zu betraehten. 

In dem Btisehel yon quadratisehen, vierfaeh ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten, das dureh die beiden Gleiehungen (19) be- 
stimmt ist, gibt es seehs yon versehwindender Diskriminante. Davon 
fallen abet je drei zusammen~ so da~ nur r versehiedene vor- 
handen sin/l, ni~mlich dis beiden konjugiert-imagin~tren 

(20) (~o~ + i ~2~) ~ + (~o2 + i ~31) ~ + (~o3 + ~ ~ )  '~ - -  o, 

(20)* (~o~ - -  ~ ~ ) ~  + (~o~ - -  ~ ~ ) ~  + (~o3 + ~ ~ ) ~  = o. 

Dis erste dieser Mannigfaltigkeiten besteht aus allen Geraden, 
die gleiehzeitig die imaginare Ebene (d. h. dis lineare Mannig- 
faltigkeit mit zwei komplexen Dimensionen) 

(21) ~o~ + ~ ~-~3 = 0, ~o~ @ i ~1 = 0, ~o~ + i ~ = 0 

und den Kegelsehnitt C treffen, tier aus der konjugiert-imaginaren 
Ebene 
(21) ~ ~ol - -  i ~3 = 07 ~0~ --  i ~31 ~--- 0~ ~03 - -  i ~12 = 0 

dureh (20) ausgeschnitten wird. Analoges gilt yon der konjugiert- 
imagin~tren 3lannigfaltigkeit (20)*. Der Durehsehnitt der beiden 
(20) und (20)*, das ist die analytisehe Fortsetzung der 21/3, besteht 
Somit aus allen komplexen Geraden, die gleiehzeitig die beiden 
konjugiert-imaginiiren Kegelsehnitte C und C sehneiden. 

Nimmt man iin R 5 zwei beliebige Kegelsehnitte an, deren 
Ebenen keinen Punkt gemein haben~ so erftillen die gemeinsamen 
Treffgeraden der beiden Kegelsehffitte eine Mannigfaltigkeit yon 
drei komplexen Dimensionen~ die zur analytisehen Fortse!zung 
unserer M.~ gegentiber der Gruppe der komplexen Kolhneatmnen 
des R~ iiquivalent ist. Daraus -ersieht man~ dal~ die M~ yon 28 
reellen Konstanten abhi~ngt. 

Auf die Kegelschnitte C und C, llings weleher slch die qua- 
dratisehen 3s des ]3tischels (19)bertihren, kommen 
wit" aueh in eini~eher Weise, wenn wir yon unserer Abbildnng 
der M 3 auf den Tangentenkomplex der Einheitskugel ausgehen. 
Diesem Komplex gehtiren n~tmlich die beiden Scharen yon Kugel- 

17 ~ 
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erzeugenden an und diese entspreehen gerade den beiden Kegel- 
sehnitten C und. C. Jede Kugeltangente. die nieht selbst Kugel- 
erzeugende ist~ liegt in einem einzigen Bitsehel yon Tangenten 
tier Kugel und in diesem Basehel liegen aueh zwei ihrer Erzeu- 
genden. Daraus folgt fitr die Ms: Jeder Punkt der Ms, der nicht 
auf einem der Kegelsehnitte C und C liegt, gehSrt einer einzigen 
Erzengenden der M s an und diese Lrzengende trifft jeden tier 
beiden Kegelsehnitte C and C in einem Punkte. Die Erzengen- 
den der 2k/~ sind demnaeh ein-eindeutig auf die Punkte der Ein- 
heitskugel bezogen~ und zwar die reellen Erzeugenden auf die 
reellen Kugelpunkte. Die Einheitskugel ist ferner Ri e m a n n sehe 
Zahlenkugel ftir die bin~tren Gebiete der Kegelsehnitte C und C. 

Nit Itilfe unserer sph/~risehen Abbildung ist es nun aueh 
leieht die , ~  (reellen) Kegelsehnitte zu finden~ die anf der 3~ 
gelegen sind. Jeder reellen Regelsehar~ deren Erzengende Kugel- 
tangenten sind, entsprieht ein soleher Kegelsehnitt. Und nmge- 
kehrt: iedem reellen Kegelsehnitt der M s entsprieht eine solehe 
Ilegelsehar~ vorausgesetzt~ dab wit a ueh die Sehar der Erzeugenden 
eines der Kugel umsehriebenen (irreduziblen)Kegels und dig Sehar 
der Tangenten eines (irreduziblen) Kreises der Kuge[ unter diesen 
Begriff fassen. An Stelle der reellen Erzengenden der Ilegel- 
seharen kSnnen wir aueh blo13 ihre Berahrungselemente mit der 
Kugel betraehten. Das ist eine kontinuierliehe Figur van ec ~ 
Linienelementen~ wit wollen sie fttr den Augenbliek tin B a n d  
yon Elementen nennen~ deren Punkte einem irreduziblen Kugel- 
kreise angehSren und deren Geraden diesen Kreis unter einem 
festen WinkeI treffen. 

Wir stellen einige gquivalente Eigensehaften der Kugel und 
der M s gegentiber: 

Auf der Kugel gibt es 
c,c~ Bander. 

Durehjedes (reelle) Linien- 
element der Kugel gehen oc~ 
dieser B/indef. 

Dareh zwei (reelle) Linien- 
element% die ihre Punkte nieht 
gemeinsam haben~ gehen zwei 
B~nder hindureh. 

Auf der M s liegen ec 4 
(reelle) Kegelsehnitte. 

Dutch jeden (reellen) 
Punkt der M s gehen ec2 die- 
ser Kegelsehnitte. 

Dutch zwei (reelle) Punkte 
der -Sis, die nieht auf derselben 
Erzeugenden liegen~ gehen zwei 
ihrer Kegelsehnitte. 

Wit  wollen numnehr d ie  G r u p p e  d e r  a u t o m o r p h e n  
K o l I i n e a t i o n e n d e r M 3 mittels der sph~trisehen Abbildung unter- 
suehen. Zuniichst orientieren wir uns (lurch eine Abz~thlung fiber die 
Parameterzahl der Gruppe : Man findet als Differenz der Parameter- 
zahl 35 der Kollineationsgruppe im R~5 und der Konstantenzahl 28 
unserer M 3 far die automorphe Gruppe die Parameterzahl 7. Nun 
zeigt es sieh aber~ dal3 bei der oben aufgestellten 14gliedrigen~ 
gemischten Gruppe yon automorphen Koliineationen (GI~, H I 4) dec M~ 
wie wir gleieh nsher o, usfithren werden~ die Pankte der M s sieben- 
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gliedrig vertauscht werden~ 1) und es liegt daher yon vorneherein der 
Gedanke nahG dal] durch diese Vertauschungen schon die gesamte 
(reelle) Kollineationsgruppe der M s erschSpft ist. 

Beachten wir zunachst, wie bei der Gruppe ( G12, --12 HO), [1:2~ ), H:3s )) 
die Linienelemente der Kugel vertauscht werden~ wenn wir sie a l s  
sph~trische Bilder der uneigentlichen Speere ansehen. Aus den 
Satzen (A) des w 3 folgt unmittelbar~ dal] diese Elementtransformationen 
~erweiterte" Punkttransformationen auf der Einheitskugel sind, und 

H (2) H (3) uneigentliehe MS- zwar bei G12~ L-12H (~) eigentliche und bei --~2~--~2 
biussche Kreisverwandtsehaften. Nehmen wir die umfassendere 
Gruppe (G~a, H~), so tritt zu der seehsgliedrigen Gruppe (76, Z6) 
der Kreisverwandtsehaften noch eine eingliedrig% kontinuierliche 
Gruppe 71 yon Elementtransformationen hinzu, deren Transforma- 
tionen die Eigenschaft haben~ die Punkte der Linienelemente in 
Ruhe zu lassen und ihre Geraden alle dureh den gleiehen Winkel ?~ 
zu drehen. Dadureh wird (76~ XG)zu einer siebengliedrigen~ ge- 
mischten Gruppe (';7~ XT) erweitert, die ('(6~ X6), 76 und h als in- 
variante Untergruppen enth~tlt. Insbesonders ist 7~ eine ausge- 
zeichnete invariante Untergruppe, d. h. jede ihrer Transformationen 
ist mit jeder Transformation yon (77~ XT) vertauschbar. 

Zur besseren lJbersicht geben wir eine Gruppentafel an. 

I ' ././(1). 
Glz ~ 12 ~ 

",, / -- .... 

Dabei ist links (G14 ~ Hl~ ) angegeben und invariante Unter- 
gruppen dieser Grupp% rechts die induzierten Gruppen yon Element- 
transformationen auf der Einheitskugel oder anders aufgefal]t~ die 
zugehSrigen Gruppen yon Punktvertauschungen auf der M s. Zu-- 
sammengeh~rig% zaeinander meromorphe Gruppen sind durch 
punktierte Linien verbunden. Hierbei ist die Identit~t rechts mit 7o 
bezeichnet. 

~) Dieselben Vertauschungen erleiden die Punkte der-~'I3 auch schon durch 
die Abbiidungen der Gruppe (Gla, H18). 
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Man kann nun leicht zeigen, dal~ dureh (77, XT) die Gruppe 
der (reellen) automorphen Kollineationen der M,s bereits erschSpft 
ist. Nehmen wit an~ es sei uns eine beliebige derartige Kollineation 
vorgelegt. Sie mul~ jedenfalls die Erzeugenden der M s untereinander 
vertausehen. Demgemal~ mul5 die zugehSrige Elementtransformation 
auf der Einheitskugel die Eigensehaft haben, Linienelemente mit 
gemeinsamem Punkt wieder in solehe tiberzuftthren~ also mit einer 
Punkttransformation verbunden zu sein. Da ferner bei der Kollinea- 
tion die Kegelsehnitte auf der M 3 untereinander vertausehtwerdenl 
so mul~ unsere Elementtransformation Bgnder in Bander tiberfiihren 
und daher die zugehSrige Punkttransformation auf der Kugel Kreise 
in Kreise. Eine derartige Punkttransformation auf der Kugel ist 
abet bekanntlieh eine MSbiussehe Kreisverwandtschaft. 1) Nehmen 
wit auf der Kugel zwei (reelle) Linienelemente Eund  E'  an. Ihnen 
mSgen in der Kreisverwandtsehaft die Elemente E 1 und E~ und in 
der Elementtransformation die Elemente /~* und E'* entspreehen. 
Die Elemente L' 1 und E* und ebenso die Elemente E'I und E'* 
haben dann ihren Punkt gemeinsam. Es mSgen ferner die beiden 
ersten den (mod. ~ bestimmten) Winkel ~ und die beiden zweiten 
den Winkel ~' einsehliel3en. Aus der Bedingung, dal3 Bander in 
Bander iibergehen miissen, kSnnen wir schlief~en~ dal~ ~ ~ ~' (rood, ~) 
ist. Nehmen wit ngmlieh etwa an, dal3 die Elemente E und E' 
ihren Pankt nieht gemeinsam haben und denken wir uns eines 
der beiden Bgnder ~3 konstruier b die _E und E' verbinden. Die- 
sent entspricht in der Kreisverwandtsehafs ein Band ~1 durch E 1 
und E: und in der Elementtransformation ein Band ~3" dutch E* 
und E'*~ und zwar haben ~, und ~3" den Kreis~ weleher als Punkt- 
ort ihrer Linienelemente auhritt, gemeinsam~ d. h. ihre Elemente 
sehneiden ein und denselben Kreis unter festem ~'inkel. Daraus 
folgt aber~ dal3 (bis auf Vielfaehe yon r,)~ ~ ~' ist und damit ist 
aueh bewiesen, dal~ durch (';7~ ZT) die automorphe Kollineations- 
gruppe der M s ersehSpft ist. 

Bei den Abbildungen yon ";7 wird jeder der Kegelsehnitte C 
und C in sich selbst transformiert~ wahrend bei denen yon X7 die 
beideu Kegelschnitte untereinander vertauseht werden. Die Kol- 
lineationen der Gruppe 76 sind im R,~ dadurch charakterisiert~ 
dal3 sie die quadratisehen Mannigfaltigkeiten des Btischels (19) 
durch die M s einzeln in Ruhe lassen~ hingegen die yon-r1 dadureh~ 
dal3 sie die Erzeugenden der M.s einzeln in Ruhe lassen. 

Die Punkte der M 3 sind im reellen Gebiete samtlichregular, 
im komplexen Gebiete hingegen sind die Punkte der Kegelschnitte 

2) Man k0mmt zu demselben Ergebnis auch durch folgende Botrachtung: 
Bei tier Kolllneation tier .}I~ mul3 tier Kegelschnitt C entweder auf sich selbst 
oder auf "C projektiv bezogen werden. Die Einheitskugel, d. i. die zugehSrige 
R i e m a n n s c h e  Zahlenkagel wird daher durch elne Kreisverwandtschaft in sich 
transformiert. 
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C und Q durch die die M~ doppelt hindurchgeht, singul~tr. Die 
Fortschreitungsrichtungen aaf M.3~ welche yon emem Punkte p 
des Kegelschnittes C ausgehen~ erf~illen die quadratisehe Mannig- 
faltigkeit yon drei komplexen Dimensionen~ welehe yon den Geraden 
tiberdeckt wird~ die gleichzeitig die Tangente in p an C und den 
Kegelschnitt C treffen. 

Gehen wit jelzt daza fiber, den B a u  d e r  M a n n i g f a l t i g -  
k e i t  Mt nigher zu untersuchen. Zuniichst bemerkt man~ daft die 
Mt (oder genauer ihr reeller Zug) e in  a b g e s c h l o s s e n e s  Kon-  
t i n u u m  yon  ~ 2  (gewshnliehen) E b e n e n  enthltlt: deren jede 
einem B(tndel syntaktischer Speere entsprieht. Durch j e d e n  
reellen Punkt der M~ geht eine einzige dieser Ebenen hindurch 
und jede der Ebenen sehneidet die invariante M 3 in einer ihrer 
Erzeugenden. Setzt man clio Mannigfaltigkeit der ~ 2  Ebenen, 
die man die erzeugenden Ebenen tier M~ nennen wird: ins kom- 
plexe Gebiet hinein fort, so erhiflt man, wie man unschwer ein- 
sehen kann, a l l e  komplexen Ebenen auf der M~. Auch durch 
einen komplexen Punkt der M~ geht in der Regel nur eine tier 
erzeugenden Ebenen hindureh~ aasgenommen sind nur die Punkte 
der ausgezeiehneten Kegelschnitte C und C~ dureh deren jeden ~ 
der (x~ komplexen erzeugenden Ebenen hindurchlaufen. 

Die M 4 enthi~lt keine Gerade, die nicht auf einer ihrer er- 
zeugenden Ebenen gelegen witre. Da jeder reellen Geraden aufM~, 
die nieht ganz auf der -~/~3 liegt, demnaeh ein Biischel syntaktiseher 
Speere zugeordnet ist, so liegt es nahe, das Kontinuum der c ~  
Btisehel syntaktischer Speere durch Hinzufagung yon cx) ~ ,unei- 
gentlichen" Bascheln zu einem abgesehlossenen Kontinaum zu er- 
g~tnzen. Jedes derartige Btischel besteht aus den oc~ uneigent- 
lichen Speeren eines Bfindels syntaktischer Speere and auf der M', 
ist ihm eine Erzeugende der M. 3 zugeordnet. 

Die Pankte der M~, welehe nieht gleiehzeitig auf der M.z 
liegen, sind regul~tr. Doeh aueh noch in jedem Pankte der M3, 
der nicht auf C oder C liegt, gibt es einen eindeutig bestimmten 
Tangential-R 4 an die M~, den man erh~tlt, wenn man den 
Tangential-R 3 an die M: 3 in diesem Pankte mit der erzeugen- 
den Ebene der M~ verbindet, die dureh den Punkt hindurehgeht. 

Die Punkte der Kegelsehnitte C und C sind hingegenin der 
Weise singular~ dal~ die Tangenten an die M~ in einem dieser 
Pankte einen rationalen ,KegeP; yon der vierten Ordnung in einem 
R 7 erfiillen. Jeder derartigc Kegel ist, wie man ohne weiteres 
bestiitigt~ gegenaber komplexen K011ineationen ~quivalent zu einer 
Mannigfhltigkeit, die man folgendermal~en konstruiert. Man nimmt 
zuerst eine rationale Regelfl~tche vierter Ordnung in einem R 5 an, 
die dureh V~rbindung entsprechender Punkte yon projektiv auf- 
einander bezogenen Kegelschnitten K o und K ~  entsteht, deren 
Ebenen sich nicht treffen. Ben(itzen wir die Parameter a,, %, %, k, 
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die dureh die Bedingung s(~ @ ~ @ ~.~ = 0 verbunden sind, so 
k~innen wir eine solehe Regelflitehe so darstellen, dai3 wit die seehs 
homogenen Koordinaten in R~ einzeln gleichsetzen 

wobei dann die Kegelsehnitte K 0 und Koo etwa den Werken 0 
und oo yon X entspreehen m~gen. Projiziert man nun unsere Regel- 
fliiehe aus einer Geraden I))1~ die mit dem R 5 keinenPunkt gemein 
hat~ so entsteht ein Kegel der gewtinsehten Art. Die singulare 
Gerade R 1 eines solehen Tangentenkegels in einem Punkte yon C 
oder C ist die Tangente in diesem Punkte an Coder  ft. 

Die erzeugenden Ebenen der 3[~, welehe durch den Punkt 
yon C o d e r  C hindurehgehen~ erfallen einen Kegel yon drei kom- 
plexen Dimensionen der aus dem Tangentenkegel dutch einen R 6 
ausgesehnitten wird, Ein aquivalentes,Gebilde erh~tlt man dem- 
gemi~l~ dadureh~ dal~ man die eben beniitzte Regelttache vierter Ord- 
nung aus einem Punkte projiziert~ tier nicht in dem /75 der Regel- 
flitehe liegt. Diese Regelfl~tche ist abet einfaeh ttberdeekt yon oc~ 
irreduziblen Kegelsehnitten~ deren jeder einem festen Wert des 
komplexen Parameters ), entsprieht. Der Kegelsehnitt wird aus dem 
singul~iren Punkte des dreifaeh ausgedehnten Kegels dureh einen (ge- 
wtihnliehen) irreduziblen Kegel zweiter Ordnung projiziert. Demnaeh 
gehen dutch jeden Punkt yon C o d e r  C oc s derartige Kegel, die 
den Punkt als Seheitel haben und ganz in der Mannigfaltigkeit 3I~ 
enthalten sind. Man erkennt aueh~ dal3 es andere Kegel zweiter 
Ordnung auf der 2FT~ nieht geben kann. Einen der oc~ KegeI 
dureh einen Punkt yon C kann man sofort angeben, namlieh den 
Kegel, dureh den (2 aus diesem Punkte projiziert wird. 

U n s e r e  3 { a n n i g f a l t i g k e i t  ~T 4 en th~t l t  z w e i  y o n  
e i n a n d e r  g e t r e n n t e ~  a b g e s e h l o s s e n e  K o n t i n u e n  yon  
c~c~irr e d u z i b l e n  K e g e l n  z w e i t e r  O r d n u n g .  D i e  S e h e i t e l  
d i e s e r  K e g e l  s i n d  a u f  d i e  b e i d e n  s i n g u l ~ t r e n  K e g e l -  
s e h n i t t e  C und  C v e r t e i l t .  

D u r e h  j e d e n  P u n k t  der~314, de r  n i e h t  a u f C o d e r ) - '  
l i e g t :  g e h t  au s  j e d e m  de r  b e i d e n  K o n t i n u e n ,  e in  ein- 
z i g e r  K e g e l  h i n d u r e h .  

Die M~ ist also yon den beiden Seharen yon Kegeln in ahn- 
licher Weise doppelt tiberdeekt~ wie eine Kugel dureh die beiden 
Seharen yon Erzeugenden. Diese Analogie erstreckt sieh abet noeh 
weiter, man flndet n~tmlich: 

J e d e r  d i e s e r  ec~ Kegel~ d e r  k e i n e n  d e r  K e g e l -  
s e h n i t t e  C o d e r  6' g a n z  enth~tl t ,  enth~t l t  n u r * e i n e n  ein- 
z i g e n  r e e l l e n  P u n k t .  Jeder der bier ausgesehlossenen Kegel 
enthitlt hingegen eine ganze reelle Erzeugende der 2FT s. 
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Ordnet man jedem Kegel des einen der beiden Kontinuert 
seinen reellen Punkt zu~ so entsteht dadureh eine im Allgemeinen 
(1, 1)-deutige Zuordnung. Erinnern wit uns des zweiten ~ der vor~ 
uns ztl Anfang dieses Paragraphen betrachteten Speerkentinuen~ 
bei dem es nur ~'~ uneigentliehe Speere gab~ die den Erzeugenden 
der M 3 entspraehen, so erkennen wit: 

a e d e s  d e r  b e i d e n  K e g e l k o n t i n u e n  b i l d e t  s i e h  
a u s n a h m s l o s  e i n - e i n d e n t i g  a u f  da s  S p e e r k o n t i n u u m  
~ ab. 

Wir wollen jetzt zusehen~ welche Gebilde den Speer-Garben~ 
-Wirbeln und -Ketten aus der ~s zugeordnet sind. 

Als Beispiel einer G a r b e  werden wit am einfaehsten die 
~ullgarbe verwenden~ die aus allen Speeren dureh den Koordi- 
natenanfangspunkt gebildet wird. Far  sie sind die Seehs ~r~= O~ 
u n d e s  bleiben nur die zehn x ~---~ ~ ~ibrig~ yon denen nur neun 
linear unabh~ngig sind infolge tier Bedingung Xoo ~ xlx -~- x.~ --~ x33. 
Wir erhalten so eine rationale Fl~ehe yon der aehten Ordnung m 
einem ebenen Raume yon acht Dimensionen, die auf die EinheitskugeL 
ausnahmslos ein-eindentig abgebildet ist. Diese Fl~ehe hat mit der 
M 8 keinen Punkt gemein~ da tiberdies ihr Rs mit dem R 5 der M~ 
keinen Punkt gemein hat. 

Als Beispiel eines W ir b e ls kSnnte man etwa das orientierte 
Normalennetz der x3-Achse verwenden. Nan findet far die ztt- 
gehsrige rationale Regelflttche auf M 4 dann eine einfache Parameter- 
darstellung. Die Fl~tehe ist yon der seehsten Ordnung und liegt 
in einem RT, der mit dem R 5 der M se ine  Ebene gemeinsam hat. 
Diese Ebene enthglt einen irreduziblen Kegelsehnitt, in dam sieh 
die Flitehe und die 211" 3 durchsetzen. 

Einer S p e e r k e t t e  --  etwa dem Durehschnitt.der eber~ 
verwendeten Garbe und des eben verwendeten Wirbels - -  en~- 
spricht auf der ~Y~ eine rationale Normalkm've. vierter Ordnung 
in emem R~. 

D i e  O r d n u n g  d e r  M~ i s t  20. Man kann dies etwa so 
feststellen, dal3 man die M~ mit dem R~3 schneidet~ der durch die 
Gleichung x3a = 0 bestimmt ist. Das Sehnittgebilde zerfallt: 1. in 
die invariante Ms, die yon der vierten Ordnung ist und bei der 
Abzahlung einfach in Rechnung zu ziehen ist~ 2. eine ebenfalls 
dreifaeh ausgedehnte rationale Mannigfaltigkeit~ die alle Punkte 
der M~ enthglt, die den zur xs-Aehse normalen eigentlichen Speeren 
entsprechen. Diese Mannigfaltigkeit ist yon der Ordnung acht~ 
ist aber doppelt in Reehnung zu bringen, da der Rx3 die 211r~ l~ings 

�9 7 

dieses Gebildes beriihrt. So erg~bt sieh tatsachlich fiir die M~ 
die Ordnung 4 -~- 2 .8  = 20. 

Es ist offenbar die Frage yon einer gewissen Bedeutung~ ob 
es (reelle) automorphe Kollineationen der 3T~ gibt~ die nieht in 
der Gruppe (GI~ , H14 ) enthaltcn sind. G~tbe es n~imlich solche 
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Transformationen~ so ware (GI~ , HI~ ) eine Untergruppe der um- 
fassenderen Gruppe aller Kollineationen des _RI~ ~ die unsere M~ 
in sieh selbst transformieren, und die Geometrie unserer Gruppe, 
w~re in der Geometrie einer weiteren endliehen Gruppe enthalten, 
die der unseren in natarlieher Weise ttbergeordnet ist. Es zeigt 
sieh jedoeh, dal~ dies nieht der Fall ist: 

D i e  ( ~ r u p p e  (G~,H~4) e n t h a l t  s~'mtlicke r e e l l e n  au to -  
m o r p h e n  K o l l i n e a t i o n e n  d e r  2/1~. 

Um dies naehzuweisen, maehen wit zunachst die Bemerkung, 
dal] bei. jeder Kollineation der 3 i  4 die M~ invariant bleiben muI3, 
denn die singul~tren Kegelsehnitte C~ C mfissen doehjedenfalls ein- 
zeln fest bleiben oder miteinander vertauseht werdea and durch 
sie ist die M.a~ der Oft der Treffgeraden beider Kegelsehnitt% 
sehon bestimmt. 

Um die Vertausehung der reellen Punkte der 314~ die nieht 
auf M~ liegen, zu untersuehen, bentttzen wir die komplexen Para- 
meter t, T, deren wit uns sehon in w 2 bedient haben. Die 
genannten Pankte der 3/- 4 sind im allgemeinen ein-eindeutig auf 
die endliehen Wertepaare t, T abgebildet. Und zwar entsprieht 
jedem festen Werte von t eine der c~ ~ reellen erzeugenden Ebenen 
auf M 4 und jede dieser Ebenen (mit Ausnahme von t = ~  ist 
G a u  ffsehe Ebene far die zweite komplexe Ver~.nderliche T, wean 
man die beiden Sehnittpunkte der Ebene mit C und C als ihre 
absoluten Pankte ansieht. 

Ersetzt man in den Formelu (1), (2), (6), (8) des w 2 die 
Ver~nderliehen ~,., dareh die nhomogenen" ~ mit Hilfe der 
Formeln (14) unseres jetzigen Paragraphen, so erkennt man~ daft 
sieh die aatomorphen Kollineationen notwendiger Weise so dar- 
stellen lassen mttssen: 

{ t* = / ( 6 t ,  ~; :T;, 

wo f u n d  2' rationale Funktionen der angegebenen Veranderliehen 
bedeuten. 

Wit machen jetzt von einer far unsere Uberlegung wiehtigea 
Tatsaehe Anwendung, deren Beweis wir uns auf sp~ter aufsparen. 
Wir werden in w 9 zeigen, dal3 bei jeder automorphen KoIlineation 
der 21[~ a n a l y t i s e h e  Beziehungen zwisehen den Parametern t, T 
wieder in solehe ttbergehen mttssen. Das ergibt far die Trans- 
formationsformeln die einfaeher Gestalt 

I r  = J r  = oder 
] T * =  T*(t,T), / T*-= T*(t,T), 

wobei die Funktionszeichen wieder rationale Funktionen andeuten.~) 

1) Man vgl, den Lehrsatz I l I  in S t u d y  (Circvlo mat. di Palermo 1906) 
Sug'Ii enti ana/iticL 
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Uber die Gestalt dieser Funktionen kSnnen wir sofort einige: 
weitere Aussagen maehen. Da bei den gesuehten Kol|ineationen 
die erzeugenden Ebenen der .FY 4 untereinander vertauseht werden: 
so kann t* nur yon t oder t-abhi~ngcn: und zwar wird diese Ab- 
h~tngigkeit durch eine linear-gebrochene Substitution vermittelt. 
Ordnet man ni~mlich jeder der erzeugenden Ebenen ihre beiden 
Schnittpunkte mit C und C z% so werden die binaren Gebiete 
dieser beiden Kegelsehnitte durch den komplexen Parameter t dar- 
gestellt uncl die prqjektiven Vertausehungen der Punkte dieser 
Kegelschnitte drtieken sieh dutch linear-gebrochene Substitutionen 
yon t aus. Greifen wit anderseits zwei zusammengeh0rige Werte 
t, t* heraus. Ihnen entsprechen zwei erzeugende Ebenen~ die fiir 
die Veriinclerlichen T: T* G au$sehe  Ebenen sind~ wenn wir ihre 
Sehnittpunkte mit C und C Ms absolute Punkte ansehen. Unter 
derselben Annahme sind abev die beiden ebenen dureh die gesuchte 
Kollineation i~ h n 1 i e h aufeinander bezogen. Unsere Transformation 
mul3 demnaeh so geschrieben werden kSnnen: 

] t* a21§ t* _%1 §  
- - a 1 1 @ a i 2 t '  oder all @ai~ t~ 

i = (0 + o(t) T* = U -t- o (t) I'. 

Nennen wit einen reellen Flaehenzug, der auf M~, aber nieht 
auf M~ liegt und dureh eine a n a l y t i s e h e  Beziehung zwisehen 
d �9 �9 �9 a en Parametern t~ T dargestellt wlrd~ emen , l s o t r o p e n  l~l~ehen- 
zug", dann k0nnen wir das sehon oben benatzte Ergebnis: dessert 
Beweis wir auf sp~tter versehoben haben~ aueh so aussprechen: Jede 
automorphe Kollineation yon M 4 vertauscht die isotropen Fl~tchen- 
ztigo untereinander. Zu diesen Flaehenzagen geh0ren die Mannig- 
faltigkeiten~ welehe den S p e e r g a r b e n  entspreehen und dureh 
Gleiehungen yon der Form 

(23) T +  A -~- B t  @- Ct 2 = 0 

dargestelit werden. ~) Diese speziellen (algebraisehen) isotropen Flaehen- 
zage sind unter allen anderen dureh die folgenden zwei Eigensehaften 
gekennzeiehnet: 1. Sie hubert mit jeder (reellen) erzeugenden Ebene 
der M~ nut einen einzigen Punkt gemein; 2. zwei versehiedene 
derartige Zt~ge sehneiden sieh stets in zwei Punkten, die aueh zu- 
sammenfallen k0nnen. Diese Eigensehaften~ yon denen aueh sehon 
die zweite allein gentigt~ sind aber gegeniiber den zu suehenden 
Kollineationen invariant. Demnaeh massen diese die zu Garben 
geh0rigen isotropen Fl~ehenz~ige untereinander vertauschen. Solllen 
abet die Transformationen (22) Gleichungen yon tier Form (23) 
wieder in solehe ttberftihren~ so folgt, dal~ sie entweder die Ge- 
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stalt (5) in w 1 haben mtissen oder di% welche man hieraus erh~tlt~ 
wenn man reehts flit t und T t u n d  T einfahrt. 

Damit ist ober das oben angefahrte Ergebnis nachgewiesen. 
Das Speerkontinuum ~ ist in gewissem Sinne das  ein- 

f a e h s t e  a l l e r  z u r  G r u p p e  (GI~ ~ HI~ ) g e h O r i g e n  na t i i r -  
l i c h e n  K o n t i n u e n ~  doch kann man ihm noeh eine Reihe an- 
derer an die Seite stellen~ insbesondere sind aueh die Kontinuen 
~ und ~.2 nattirlieh. Der Verfasser behalt sieh vor auf diese Fragen 
noch ausftthrlieher zurttekzukommen. 

w 8. Komplexe Speere und ihre reelle Darstellung. 

Wit" wenden uns nunmehr zur Betraehtung der cx~ s kom- 
plexen Speere unseres natiirliehen Kontinuums G3. die den komplexen 
Punkten der M~ entspreehen. Hierbei wird ans eine reelle Dar- 
stellung der komplexen Speere gute Dienste leisten~ die naeh dem 
Vorhergehenden ziemlieh nahe liegt. 

Die beiden ausgezeiehneten Kegelsehnitte C {Formeln (20) 
und (21)* des w 7} und C auf der :1//.~ wollen wit durch die Bei- 
worte . l i n k s  ~ und , r e c h t s "  voneinander unterscheiden. C se i  
a l so  d e r  l i n k s s e i t i g %  C d e r  r e c h t s s e i t i g e  a u s g e z e i c h -  
n e t e  K e g e l s c h n i t t .  Entsprechend soil jeder der oc~ irreduziblen 
Kegel zweiter Ordnung auf M~ linksseitig oder rechtsseitig heiI~en~ 
je nachdem er seinen Doppelpunkt auf Coder  C hat. Nennen wir 
ferner die ~1s das ,,unel~enthehe Gebilde auf M~ und diejenigen 
Punkte und Kegel der M~, die auf der M a liegen ebenfalls ,ml- 
eigentlich"; die anderen Punkte und KegeI hingegen ,eigentlieh~'~ 
so kSnnen wir frfihere S~ttze so ausspreehen: 

D u r e h  j e d e n  e i g e n t l i c h e n  k o m p l e x e n  P u n k t  p 
d e r  M~ g .ehen  z w e i  e i g e n t l i e h e  K e g e l  t ier  M~ bin-  
d u t c h ,  e tn  l i n k s s e i t i g e . r  u n d  e in  r e c h t s s e i t i g e r ~  
d e r e n  j e d e r  e i n e n  e i n z l g e n ~  u n d  z w a r  e i g e n t l i e h e n  
r e e l l e n  P u n k t  {p~ u n d  p~} e n t h a l t .  D u r e h  A n g a b e  
z w e i e r  b e l i e b i g e r  r ee l l e r~  e i g e n t l i e h e r  P u n k t e  ]h 
u n d  p , . i s t  u m g e k e h r t  e in  e i n z i g e r k o m p l e x e r  P u n k t  p 
d e r  , M ~ e i n d e u t i g  b e s t i m m t ~  n ~ t m l i e h d e r S c h n i t t p u n k t  
des  l i n k s s e i t i g e n  K e g e l s  d u t c h  p~ mi t  d e m  r e e h t s -  
s e i t i g e n  d u r e h  p .  D a d u r c h  s i n d  a l s o  d ie  komplexen~ 
e i g e n t l i c h e n  P u n k t e  t ier  M~ u m k e h r b a r  e i n d e u t i g  
a b g e b i l d e t  a u f  die  geord~wten P a a r e  redler~ e i g e n t l i c h e r  
P u n k t e  d e r s e l b e n  M a n n i g f a l t i g k e i t .  

Auf der uneigentlichen Mannigfidtigkeit M 3 liegen die Dinge 
etwas anders. Nehmen wit zuerst einen komplexen Punkt p aufM 3 
an~ der auf keinem der ausgezeiehneten Kegelschnitte C und C liegt. 
Dureh p geht sowohl ein Iinksseitiger wie ein reehtsseitiger~ und_ 
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zwar uneigentlieher Kegel tier M~ deren jeder eine reelle Er- 
zeugende { G~ und Gr} der M 3 enthalt. Diese Geraden findet man 
folgendermal~en : Nan legt durch _p die komplexe Erzeugende der 3/.37 
die C und C in den Punkten c I u n d  c 2 treffen mSge. G t i s t  dann 
die Verbindungslinie yon c 1 mit dem konjugiert-ko_mplexen Punkt c 1 
und ebenso G die Verbindungslinie yon c~ und c~. Nehmen wir 
also irgend einen reellen Punkt Pt auf G t u n d  einen zweiten p~ 
auf G r an~ So stellt uns dieses Punktepaar den Punkt p dar~ 
ebenso aber aueh jeden anderen Punkt der Erzeugenden [c 1 c~]. 
Jeder uneigentliche Punkt p~ der weder auf C noch C gelegen ist~ 
bildet sieh also auf ~x~ 2 Paare uneigentlieher~ reeller Punkte (p~ pr) 
ab~ die sich auf zwei reelle Erzeugende G tund  G der M 3 ver- 
teilen~ und umgekehrt stellt jedes solche Punktepaar c,c ~ Punkte 
auf einer bestimmten komplexen Erzeugenden der Ms dar. 

Noeh anders gestalten sieh die Verh~Itnisse far die ,aus- 
gezeiehnet-uneigentliehen" Punkte der Ma~ d. h. far die Punkte 
auf C und C. Es sei z. B . p  auf C gelegen. Dann gibt es ~ 2  
linksseitige Kegel auf M~ die dureh p hindurehgehen~ und zwar 
diesen Punkt als Seheitel haben. Die reellen Punkte dieser Kegel 
gehSren einer der ~c~ reellen Ebenen auf M~ an. Dureh T gehen 
ferner cx~ reehtsseitige Kegel~ n~mlieh alle uneigentliehen~ reehts- 
seitigen Kegel~ deren jeder eine reelle Erzeugende tier M~ enthglt. 
Gibt man daher einen reellen eigentliehen Punkt io~ und einen 
reellen uneigentliehen Punkt p~ der M~ an, so ist dadureh zwar 
ein einziger linksseitiger~ ausgezeiehneter Punkt p festgelegt~ es 
wird jedoch derselbe Punkt/9 dargestellt~ wenn wit an die Stelle 
yon p~ irgend einen anderen reellen Punkt der Ebene yon M 4 dureh p 
und an die Stelle yon 2)  irgencl einen anderen reellen, uneigent- 
lichen Punkt treten lassen. Man ersieht daraus~ dal3 unsere Ab- 
bildung im uneigentliehen Gebiete nieht mehr so einfaeh ist und 
nut dutch Einfithrung ziemlieh verwiekelter Jkquivalenzbegriffe 
umkehrbar eindeutig gemaeht werden kSnnte. 

Wit  deuten nun die imagin~tren Punkte der M~ als ,imagin~re 
Speere". Aus den Formeln (14) des w 7 geht hervor~ dal~ aueh 
im komplexen Gebiete die Mannigfaltigkeit tier E u k 1 i d i s e h e n 
Geraden dureh die Mannigfaltigkeit der , E u k 1 i d i s e h e n S p e er e" 
{ ~ =  ~ @ ~  -t- ~; # 0} geradeso wie im reehten Gebiete doppelt 
ttberdeekt ist: Jede komplexe Euklidisehe Gerade tr~gt zwei ver- 
sehiedene Euklidisehe Speer% die dureh die Umkehrung mit ein- 
ander vertauscht werden, und jeder Euklidische Speer liegt auf 
einer einzigen Euklidisehen Geraden. Bezeichnen wir die aus 
Hessesehen Punktkoordinaten x o : x~ : x 2 : x 3 zusammengesetzten 
Pliickersehen Linienkoordinaten der Euklidisehen Geraden mit 
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finden wir fiir die Koordinaten der dara~:ff liegenden Speere die Werte : 

= p w ,  

(1) /~ot~ -= p2p~.~ w, . . . ,  ~23 = P~ (/)o2 P12 --_Po3P23), �9 ..  
/ 2 - -  2 2 . 2 

und umgekehrt  

Po~:Po~:Po3:}= {~o~:~o~:~o~3 : 
(2) P~3 :P81 :P,~ ~ol : ~o2 : ~o3 �9 

Zur Abktirzung ftihren wir auch Vektorenbezeichnungen ein 

(Po~, Po~, Po3)-~-P, (P~, P31, Pi~)~-P, dann ist 
A 

(3) ~o---=pw, ~--=~p, r  ~-=.p~pp. 

Indem wir uns zunachst auf Euklidische Gerade und Speere 
beschritnken, wollen wir untersachen, welche Mannigfaltigkeit yon 
Geraden diejenigen Speere tiberdecken~ die den oc~ Punkten eines 
eigentlichen Kegels auf .zl/~ entsprechen. Greifen wir auf der M~ 
den reellen~ eigentlichen Punkt  heraus, der der x3-Achse unseres 
Koordinatensystems entspricht : 

t~---0~ T = = 0  
(4) 

~ o = ! ,  ~ = 0 ~  ~ = = 0 ,  ~ = 1 ;  ~ 0 .  

Den 1 i n k s s e i t ig e n Kegel dureh diesen Punkt  ktinnen wir mit 
I-Iilfe der (unhomogenen) Parameter p, ~ so darstellen: 

~0 ~ 1 ~ ~1 ~--- P' ~'Z ~ i ~ ~ ~.a ~ 1 ; 
X 0 0 ~ I ~  X0~ ~ t S ,  X0~--- i ~ ,  X 0 ~ I ,  

X n ~ bt~ Xl~ ~ i ~2 X~3 ~ ~t~ 
(5) X ~ - - - - -  ,U ~, X ~ - - - - i ~  

x3~ = 1; 
~ot ~---~, ~o~ ~---i~, ~o~ -=-0,  

Sein Scheitel auf C hat die Koordinaten {~-----e~} 

5 ~ = 0 ;  x ~ = O ;  
(6) ~ o ~ = 1  , ~ o ~ = i ,  ~o~---~0, 

t ~ 3 = - - i ,  ~ = 1 ~  ~ 0 .  

Die yon den zugehtirigen Speeren ttberdeckten Geraden haben nach 
Formel (2) die Koordinaten 
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(9) p o ~ : ~ o ~ : ~ o ~ : } = { , ~ : i ~ : l :  
i~ Ps: l?~'~ v iv 0 , 

liegen also in tier M i n i m a I e b e n e 

(~o) x~ d- i x~ = o. 

Dieselbe Minimalebene enthalt jefloch 

~0 : 1)  ~1 = - -  ~ ,  ~2 

X00 = I~ X01 = - -  ~ ~ X0~ 

Xl 1 = !~.2 Xt 2 

(11) x~ 

auch die 

: - - i ,%  
: - - i , %  

Speere 

Xo3 --~ - - 1 ,  
X13 ~ ~t~ 

x23 ~--- i ,% 
x~3 = 1; 
~o3 = O, 
~1.~ -~ O. 

Diesen entspricht ein r e c h t s s e i t i g e r  Kegel auf 3/4 mit dem 
Scheitel 

[ ~ = 0 ;  x ~ = 0 ;  
(12) l ~ o 1 = - - 1 ,  } o s = - - i ~  S o 3 = 0 :  

auf C. 
Wahrend den komplexen Euklidischen Speeren einer Eukli- 

diselaen Ebene c ~  Punkte auf der M~ entsprechen, die einer 
i r r e d u z i b 1 e n algebraischen Mannigfaltigkeit yon zwei komplexen 
Dimensionen angehSren, geh(Sren die Punkte welche den kom- 
plexen Euklidischen Speeren einer Minimalebene entspreehen, zwei 
Kegeln auf der 1]/~ an, einem linksseitigen und einem rechtsseitigen. 1) 
Die beiden Kegel werden durch die automorphe Kollineation der M~ 
mit einander vertauscht, welche der Umkehrung entspricht .  

Betrachtet man den komplexen Speer als Raumelement~ so 
e r s c h e i n t  es  d a h e r  v o r t e i l h a f t ,  d i e  G e s a m t h e i t  d e r  
M i n i m a l e b e n e n  d o p p e l t  zu  t i b e r d e c k e n  und entsprechend 
dentinksseitigen und rechtsseitigen Kegeln der M~ l i n k s s e i t i g e  
u n d  r e c h t s s e i t i g e  M i n i m a l e b e n e n  zu unterscheiden. Die 
beiden, voneinander vSllig getrennten Kontinuen yon je ec 4 ,ein- 
seitigen" und~ wie wit jetzt beifiigen wolien, , e i g e n t l i c h e n "  
Minimalebenen wird man zweckm~tgig dureh je  ocs ,uneigentliehe, 
einseitige" Minimalebenen, die ,nan etwa auf die Punkte des ab- 
soluten Kegelsehnittes abbilden kSnnte, zu abgesehlossenen Kontinuen 
erganzen. Jedes Btisehel yon einseitigen Minimalebenen enthalt eine 

~) Es geniigt nattirlich, wenn wir, wie das bier  geschehen ist, dies fiir eine 
b e l i e b l g  h e r a u s g e g r i f f e n e  Minimalebene nachweisen, da durch die reellen 
Bewegunffen die /r transit iv ver tauscht  werden, gerade so wie du tch  
die zugehSrigen Kollineationen der M4 deren reelle, eigentliche Punkte.  
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einzige uneigentliche Ninimalebene und umgekehrt~ dureh jede un- 
eigentlieh% einseitige Minimalebene geht ein einziges Btisehel yon 
einseitigen Minimalebenen hindureh. Jede gew~hnliche oder besser 
, , d o p p e l s e i t i g e "  Minimalebene tr~tgt zwei einseitige, eine links- 
und eine rechtsseitige. Zwei einseitige, eigentliehe Minimalebenen 
gleieher Art haben stets keinen eigentliehen, zwei yon versehiedener 
Art haben stets einen einzigen, und zwar eigentliehen Speer gemein. 

Jede einseitige~ eigentliehe Minimalebene enthalt einen einzigen 
reellen, und zwar eigentliehen Speer. 

Bei der in w 2 betrachteten Zuordmmg Yon reellen~ eigent- 
lichen Speeren und eigentlichen, doppelseitigen Minimalebenen~ batten 
wit jedem solchen Speer diejenige doppelseitige Ninimalebene zu- 
geordnet~ welche die 1 i i1 k s s e i t i g e Ninimalebene tr~gt~ die dureh 
den Speer hindurehgeht. 

Aus der reellen Abbildung der komplexen~ eigentlichen Punkte 
der M 4 ergibt sigh nun folgendes: D i e  k o m p l e x e n ~  e i g e n t -  
l i c h e n  S p e e r e  w e r d e n  a u s n a h m s l o s  u m k e h r b a r  ein-  
d e u t i g  a b g e b i l d e t  a u f  d ie  geordneten P a a r e  r e e l l e r ,  
e i g e n t l i e h e r  S p e e r e .  Man  f i n d e t  zu e i n e m  kom-  
p lexen~  e i g e n t l i e h e n S p e e r e S  s e i n r e e l l e s B i l d ( S z ,  Sr)~ 
i n d e m  m a n  d e n  r e e l l e n  S p e e r  S~ d e r  l i n k s s e i t i g e n  
u n d  d e n  r e e l l e n  S p e e r  S~ d e r  r e c h t s s e i t i g e n  N i n i m a l -  
e b e n e  d u r c h  S a u f s u c h t .  I s t u m g e k e h r t e i n b e l i e b i g e s  
g e o r d n e t e s "  P a a r  r e e l l e r  e i g e n t l i e h e r  S p e e r e  (Sz~ S~) 
v o r g e l e g t ~  so f i n d e t  m a n  d e n  d a r g e s t e l l t e n  kom-  
p lexen~ e i g e n t l i c h e n  S p e e r  S a l s  g e m e i n s a m e n  S p e e r  
d e r  l i n k s s e i t i g e n  M i n i m a l e b e n e  d u r e h  St m i t  d e r  
r e e h t s s e i t i g e n  d u t c h  S~. 

Man bemerkt~ dai3 St aueh in der r e e h t s seitigen Minimal- 
ebene dutch S~ den zu S konjugiert-komplexen Speer~ liegt und 
ebenso S, in der 1 i n k s seitigen Minimalebene durch S. Eigentliehe 
komplexe Speere mit reeller Richtung~ d. h. mit reellen sph~trisehen 
Bilde {~o :~1 :~ :~3}  bilden sigh ab auf geordnete Paare syn- 
taktischer Speere. Insbesonders bilden sich reelle eigentliehe Speere 
ab auf Paare zusammenfallender Speere { S =  St ~--- S~ }. Zu komplexen 
Euklidisehen Speeren { ~o 4 = 0 } gehSren Paare reeller~ nieht-antitak- 
tiseher Speere. 

Wir riehten nun unser Augenmerk auf die cx~ 6 Speere, die 
dutch die {gegenttber G12 nieht-invariante} Bedingung ~o = 0 
eharakterisiert sind und die wir a k z e s s o r i s e h e  S p e e r e  nennen 
wollen. ~) Das entsprechende Gebilde auf Mt~ tier Sehnitt mit dem 
R~ 3 Xoo ~ 0 ~  zerfitllt in zwei analytiseh-getrennte Mannigfaltig- 
keiten~ n~mlieh in die Mannigfaltigkeit 2lI 3 der ,uneigentliehen" 
Punkt% l~tngs welcher die M~ yon dem R~ bertthrt wird~ und 

~) Die Terminologle ist der des Herrn S t u d y  in der Geom. der Dynamen 
:uachgebildet. Vgl. dort S. 290. 
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eine zweite nationale Mannigfaltigkeit V 3 yon der Ordnung 8 in 
einem reellen _Rio ~ die aus o02 imaginiiren Ebenen besteht~ keinen 
reellen Punkt enthiilt und die Ma in einer rationalen Regelflttehe 
vierter Ordnung trifft. 

Beachten wir zuni*ehst die eigentlichen Punkte der Vs~ 
denen die eigentlichen~ akzessorischen Speere entspreehen. Far 
sie ist zwar ~o ~ 0 ~  aber es sind nieht gleichzeitig alle ~k~---0 
{ k ~ l ~  2~ 3}~ oder in Vektorbezeiehnung lq=0. Wollen wit" 
die yon diesen Speeren tiberdeckten Geraden des Pltiekersehen 
Geradenkontinuums ermitteln~ so mtissen wit zwei F~tlle unter- 
seheiden : entweder ist neben ~o = 0, ~ # 0 aueh ~ ~--- 0 oder nieht 

Im zweiten Falle liefern die Formeln (2) eine bestimmt% 
und zwar uneigentlieh% yon dem Speer ilberdeekte Gerade 
{p = 0 :  p=~=t=0} .  Da iiberdies sieh zufolge derFormeln (13) 
des w 7 a ~  ! o - - 0  ergibt~ dal~ die Vektoren l uud ~ proportional 

A 
{i t = 0} sind und somit ~ 2 o = ( i [ i ) = ( ~  I~) = (p lp)=O wird, 
ist die tiberdeekte Gerade eine Tangente des absoluten Kegel- 
sehnittes. Wir finden als% dag cx~ versehiedene e i g e n t  l i eh  e 
Speere, ftir die die Verh~tltnisse fl : ~ : ~a = ~ol : ~o~ : ~oa bestimmte 
feste Werte haben~ eine einzige Gerade des Pltiekersehen Linien- 
kontinuums tiberdeeken~ und zwar eine u n e i g e n t 1 i e h e Gerad% 
ni*mlieh eine Tangente des absoluten Kegelsehnittes. 

Rehmen wit an zweiter Stelle an~ es Ski neben ~o-----0~ f:4=0 
noeh ~ = 0 .  Jetzt werden die Formeln (2) illusoriseh~ doeh 
k~nnen wir aus den Gleiehungen (3) dieser Paragraphen ersehen~ dal3 

A 
(13) ~_=pp, ~ - p ~ p p  

wird und hieraus 

1 l ~v 
(14) = 7 -p = 

worin v einen im tibrigen beliebigen Vektor bedeutet~ dessen 
inneres Produkt mit ~ nicht verschwindet {(~ I v) =# 0}. s 
wir den Vektor v, so durchl~tuft die Gerade mit dem Koordinaten 
p~ p ein Btischel yon Minimalgeraden. ~ehmen wit umgekehrt 
ein soldms Bfischel an, 

(15) p = V o ,  p = p o  + X p o ,  {po#O, (Vo Ivo)=O} 

so entsprieht allen c~ "a Minimalgeraden des B~isehels derselbe Spear 
A 

(16) ~ o ~ 0 ~  ~ = p p o ~  ~ 0 ~ ' - - ' ~ P o P 0 "  

Mona~sh. fiir MaChematik u. Physik .  X X L  Jah rg .  18  
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Nennen wir einen derartigen Speer {G0 = 0~ ~=g0, ~ =  0} einen 
eigentliehen M i n i m  a l spee r~  so kSnnen wit uns soausdrtieken: 
Jeder eigentliehe Ninimalspeer tiberdeekt alle ~.2 Geraden tines 
B~sehels yon Minimalgeraden und jede eigentliehe Minimalgerade 
tr~igt e i n e n  e i n z i g e n  eigentliehen Minimalspeer. 

Nit tIilfe unserer reellen Darstellung" kSnnen diese Verhaltnisse 
ganz ansehaulieh gemaeht werden. E i n  e i g e n t l i e h e r  a k z e s -  
s o r i s c h e r  S p e e r  b i l d e t  s i e h  a u f  e in  (ge0rdne tes )Paar  
y o n  (reellene.!gentliehen~ undzwar) a n t i t a k t i s e h e n  S p e e r e n  
(S t ,S t )  ab. Uberdeeken St und Sr nieht ein und dieselbe Gerad% 
so sind die doppelseitigen 3{inimalebenen~ welehe m i t  tier links- 
seitigen dutch St und der reehtsseitigen dureh S~ zusammenfifllen~ 
parallel, ihre Sehnittlinie ist eine Tal~gente des absoluten Kegel- 
sehnittes. Die  e i g e n t l i e h e n  ~ i n i m a l s p e e r e  b i l d e n  s i e h  
a u f P a a r e  a n t i t a k t i s e h  z u s a m m e n f a l l e u d e r S p e e r e  ab. 
Die zugehSrigen einseitigen 5Iinimalebenen ttberdeeken ein und 
dieselbe doppelseitige 3Iinimalebene~ deren s~tmtliehe Minimalgeraden 
yon dem 3{inimalspeere tiberdeekt werden. 

Man wird das Kontinuum der eigentliehen 3IinimMspeere 
dureh oo~ u n e i g e n t l i e h e  M i n i m a l s p e e r e  absehliegen~ welehe 
den Pankten eines Kegelsehnittes auf der M~ entspreehen. 

Wir bemerken nunmehr: U n s e r e  r e e l l e  D a r s t e l l u n g "  
i s t  g e g e n t i b e r  j e d e r  ( r e e l l e n )  T r a n s f o r m a t i o n d e r k o n -  
t i n u i e r l i e h e n  G r u p p e  Gla i n v a r i a n t .  

Das Boll folgendes leisten : Es sei N--~- S* eine Transformation 
yon GI~ ~ (S~, S,.) das reelle Bild eines komplexen~ eigentliehen 
Speeres S,  (S[, S~') das Bild des transformierten Sperres S*, dann 
geht dureh dieselbe Transformation S--~-S* aueh S t in St* und 
S~ in S~* tiber. Man kSnnte diese Tatsache aueh dadureh kenn- 
zeiehnen, dal~ man sagt: Unsere reelle Darstellung ist mit den 
Transformationen yon G~ vertausehbar. 

Da bei den Transformationen yen GI~ antitaktisehe Speere 
im allgemeinen nieht wieder in antitaktisehe Sperre ttbergehen, 
erkennen wit aueh auf diese Weis% dai3 hierbei im allgemeinen akzes- 
sorische Speere nieht wieder in solehe und ebenso 3Iinimalspeere 
nicht wieder in l~Iinimalspeere ttbergehen. 

Beaehten wir jetzt, wie sieh die (reellen) Transformationen 
der kontinuierliehen Sehaar HI~ angewendet, auf die komplexen 
Speere reell darstellen. Behalten wir die eben eingeNhrten Be- 
zeiehnungeu bei~ so sehen wir~ dag du tch  die Transformation 
S - - ~  S* S~ in S~ und ~ in S~ ~ tibergeht. Ist beispielsweise die 
betrachtete Transformation d ie  U m k e h r u n g ~  so ist 
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wenn wir dureh das Minuszeiehen die Umkehrung andenten. 1) D ie  
M i n i m a l s p e e r e  s i n d  d a d u r e h  g e k e n # z e i e h n e t ~  dal~ 
s ie  be i  d e r  U m k e h r a n g  e i n z e l n  iu~,:~uhe v e r b l e i b e n .  

Wir gehen nun einen Sehritt weiter und setzen die Seharen 
GI~ H14 analytiseh ins k0mplexe Gebiet fort, wodureh wir ztt 
Seharen Gas ~ H~s mit 28 reellen Parametern gelangen und fragen 
uns, Tie sich deren Transformationen reell abbilden. Man findet: 

E i n e  T r a n s f o r m a t i o n  3; yon  Gas (odor~ was  das -  
s e l b e  ist~ e i n e  k o m p l e x e  T r a n s f o r m a t i . o n  y o n  Glt)~ 
{St} 3 ; ~ S * ,  w i r d  d a d u r c h  r e e l l  d a r g e s t e l l t ,  dal~ m a n  
d i e  S p e e r e  St~ S e i n z e l n  z w e i  ( r e e l l e n ) T r a n s f o r m a -  

t i o n e n  3;~, ~,. y o n  GI~ unterwirft,{S~}~t=---Si*,{S~}~--S* - -  r "  

Ist ~ reell, so ist 2; ~t = 3;: Die Gruppe G~s ist demnach 
halb-einfach und setzt sich aus zwei vertauschbaren Untergruppen 
zusammen~ deren jede zu GI~ isomorph ist. 

E i n e  T r a n s f o r m a t i o n  y o n  //~s, {S} 5g=S*, w i r d  
a n a l o g  f o l g e n d e r m a l ] e n  r e e l l  d a r g e s t e l l t  : 
{s,}  s *  * ---~ ~, {S.} 3;z - -  S~. D a b e i  s i n d  3:~ a n d  3;~ (reelle) 
T r a n s f o r m a t i o n e n  a u s  HI~. 

Man kann die Gruppe (G2s , H2s ) etwa noch dadurch um 
zwei weitere kontinaierliche Scharen erweitern~ dal~ man d as 
K o n j u g i u m ,  das ist diejenige Transformation~ welche jedem 
Speere den konjugiert-komplexen zaordnet, adjnngiert. Das Kon- 
jugium stellt sich so dar: 

s ;  = s ;  = 

Unter den invarianten Untergruppen yon Gas erw~hnen wit 
die Gruppe G ~  die aus G~a dutch analytische Fortsetzung hervor- 
geht. Die zugehSrigen Abbildungen ~;t und ~ gehSren der 
Gruppe G12 an. 

Um ffir die Zuordnung zwischen komplexen~ eigentlichen 
Speeren und Paaren reeller, eigentlicher Speere auch eine a na- 
l y t i s c h e  F o r m a l i e r u n g  herzustellen~ nehmen wir unseren 
Ausgang vom s p h t t r i s c h e n  B i l d e .  

Ist das spharische Bild s {~o:~} eines eigentlichen komplexen 
Speeres S gegeben~ so kann man die spharischen Bilder st and s~ 
der zugehSrigen reellen eigentlichen Speere S~ and S~ folgender- 
mal~en konstruieren: Wit legen dutch den komplexen Punkt  s 

i " ~ der Kugel die ,linksse txge Kugelerzengend% ihr reeller Punkt  
ist s~ ebenso die ,,rechtsseitige"~ deren reeller Punkt ist s~. Dabei 

1) Hierbei bedeuten die S nicht etwa auch komplex-duale GrSl~en~ sons~ 
w~ren die Formeln unrichtlg. 

18 s 
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haben wir nut za beachten, dal3 der jetzige Gebrauch der Worte 
slinks" und 7~rec~ts" mit dem frfiheren in der Weise iiberein- 
stimmen~ dal3 z. B. die spharischen Bilder der Speere einer links- 
seitigen Minimalebene auch eine linksseitige Kugelerzeugende er- 
ftfllen. 

Man findet als Bedingung dafttr~ dal3 zwei Kugelpunkte 
s {}o : ~} und s* { ~ :  ~*}, auf derselben l i n k s  seitigen Erzeugen- 
den gelegen sind~ 

A 

und analog ftir die r e c h t s seitigen Erzeugenden 
A 

Fth" die Koordinaten der Punkte s~ {~): ~(0} und s {~'): }(~)} ergebeu 
sich demnach die Verhaltnisse 

/ \  

(18) 

wo der Querstrich 
Umgekehrt  ist 

A 

C -  ~o ~o + (~ I ~-) 
wie frtiher den Zeichenwechsel yon i andeutet. 

/k 

=0 =0 (19) _ 

~o ~> C +  (~<'> I ~ ~'~) 

Die reellen Kngelpunkte bilden sich auf zussmmenfallende 
is ~ s~ ~ Sr} ~ die uneigentlichen Kugelpunkte auf diametral 
gegent~berliegende Punkte ab { ~) ~(o _~_ ~_~) }(r) ~__- 0}. 

Aus diesen Formeln (17)7 (18), (19) kSnnen wit unmittelbar 
die entsprechenden ftir die reelle Darstellung der komplexen Speere 
entnehmen mit Hilfe des Ubertragungsprinzips aus der Geometrie 
der Dynamen. 

Bisher hatten wir nur reelle eigentliche Speere auf die reell- 
dualen Punk~e der Einheitskugel abgebildet. Setzen wit nunmehr 
das vierfach a usgedehnte reell-duale Gebiet der Einheitskugel ins 
komplex-duale Gebiet hinein fort, so erhalten wir eine achffach 
ausgedehnte Bildmannigfaltigkeit der komplexen Speere. Den 
eigentlichen~ einseitigen Minimalebenen entsprechen die komplex- 
dualen Erzeugenden der Kugel. Bentttzen wir demnach zur Dar- 
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stellung der komplexen Speere die homogenen, komplex-dualen 
Koordinaten vom Anfange des w 7, 2(o; (X1, Xa, X s ) ~  X, so 
ergeben sich fiir die reelle Abbildung tier komplexen, eigentlichen 
Speere die Gleichungen, welche man aus den obigen erhM% wenn 
man die ~ alle durch die X ersetzt. Analog erhiilt man aus den 
Formeln (17)t , (17)., die Bedingungen daftir~ da6 zwei Speere 
S and S* gleichzeitig in einer linksseitigen oder rechtsseitigen 
Minimalebeno liegen. 

Wiihrend diese Formeln fiir a l l e  eigentlichen Speere gelten, 
ftihren wir noch einige weitere an, die keinen so umfassenden 
Giiltigkeitsbereich aufweisen. Stellen wir ni~mlich die reellen 
Speere S~ und S durch die komplex-dualen Speergr~l~en des w 2 
dar~ so findet sich 

I s=t~+:<=x,+iG Xo-G 
(20) X~ -}- X~ -- X~ -- i X~' 

,%= t,.+~ T._ < +~X~ Xo--X~ 

und umgekehrt 

(21) [ X~ : A] : X~ :X3 ~-- 
i = (I + S/ ~.): (Sl+Sr):--i(Sl--~Tr): (1 - -  ~ , ' ~ r ) ,  1) 

Durch Scheidung skalarer und vektorieller Teile findet man 
ferner aus (20) [vgl. (2) und (8) in w 2]: 

(22) 
] ~o+~' 

-L+~ ' 

und ebenso 

(~0 q- %)~ 

~0~) - i  (G + i l l )  T-- (<1 + "~ r-- G+<) ~ 

(23) 

?~o={ lq - t z~} ,  p~----{t,--}-~.}, p~.2~----i{tz--~} , 9 ~ 3 = { 1 - - t ~ } ,  

,~2~o~=-2{t,~-% < } , p~,~= 2{[t,~+4<}. 

Diese Formoln (20), (21), (22), (23) versagen (aul~er flit die un  
eigentlichen Speere)nut flit diejenigen, ftir welche ~o-~ ~ = 0 ist, 

1) Es sei bier aochmals  d~tran erlnnert, daft der Querstr lch den Zelchen-  
wechsel  yon i und nicht  etwa yon e andeutet .  
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doch kann man auch leicht eine homogene Darstellung einft~hren~ 
die diese Ausnahmsstellen s~tmtlich beseitigt. 

Ft~gen wir neeh einige Bemerkungen tiber d i e k o m p 1 e x e n~ 
u n e ig  e n t 1 i e h e n S p e e r e an. Ihre reelle Darstellung gestaltet 
sich ziemlich verwiekelt~ so dal~ wir nieht welter darauf eingehen. 
Den beiden .ausgezeiehneten Kegelschnitten C und C auf M s ent- 
sprechen zwe~ getrennte~ ~ abgesehlossene Kontinuen yon je oc, s 
,,ausgezeichnet nneigentlichen" Speeren~ die bei den Abbitdungen 
yon (G~, HI~ ) untereiBander vertauseht werden. 

Die Mannigfaltigkeit der uneigentliehen Geraden des 
Plfiekerschen Linienkontinuums ist in s Weise durch 
Speere fiberdeckt. Jede komplexe uneigentliche Gerade tr~gt ein 
Kontinuum yon ~ uneigentliehen Speeren~ das sgmtliehe aus- 
gezeichnet uneigentliehen Speere und zwei versehiedene uneigent- 
liche Minimalspeere enthalt. Das entspreehende Gebilde auf der M 3 
ist eine rationale Regeli:laehe vierter Ordnung~ die durch eine 
projektive Beziehung zwisehen C und C erzcugt wird. Jede Tan- 
gente des absoluten Kegelsehnittes tragt drei analytisc.h-ge!ren.nte 
Mannigs y o n  je cx~ ~ Speeren: Zunachst em emzlges 
Kontinuum yon ~ eigentliehen, akzessorisehen Speeren~ das dutch 
ein Bfischel yon cx~ uneigentlichen Speeren abgesehlossen wird 
und c~2 eigentliche und einen uneigentliehen Minimalspeer enth~tlt, 
dann zwei Mannigfaltigkeiten vow1 ~.o~ uneigentliehen Speeren~ die 
beide denselben uneigentiiehen Minimalspeer enthalten. Die ent- 
spreehenden Gebilde auf M~ sind: eine Ebene und zwei uneigent- 
liehe Kegel~ ein linksseitiger und ein reehtsseitiger. 

Jeder uneigentliehe Spoor, der weder ausgezeiehnet-nneigentlleh 
noeh ein Ninimalspeer ist~ iiberdeckt ein Biischel yon ~ un- 
eigentliehen Geraden, das seinen Seheitel nicht anf dem absoluten 
Kegelsehnitte hat. Jeder Minimalspeer hingegen fiberdeckt ein 
Bfisehe]~ dessen Seheitel dem absoluten Kegelsehnitt angehSrt, und 
ieder ausgezeiehnet-nneigentliehe Speer aberdeekt alle ~ nn- 
eigentliehen Geraden. 

In der komplexen Speergeometrie wird es zweekma~ig sein~ 
die ]~egriffe der Speer-Garben~ .Wirbel und -Ketten zu erweitern. 
Zunaehst werden wir namlich diese reellen Gebilde analytiseh ins 
komplexe Gebiet hinein s wodureh sich ihre Dimensions- 
zahl verdoppe]t, und dann werden wir alle 3Iannigfaltigkeiten, die 
mit den so gefundenen gegentiber (G~s~ //~s) aquivalent sind~ mit 
demselben Namen belegen~ wghrend die nrsprfinglich so genannten 
Gebilde nunmehr als reelle Ztige oder wie wir aueh ktirzer sagen 
werden~ als , M e m b r a n e n "  reeller Mannigfaltigkeiten zu be- 
zeichnen sind. 

Betrachten wit zunaehst die or komplexen Speere einer 
reellen Garbe. An dem speziellen Fall der Nullgarbe kann man 
sich leicht folgendes klar maehen: Z w e i  b e l i e b i g e  r e e l l e  
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S p e e r e  S~ u n d  Sr e i n e r  G a r b e  e r g e b e n  z u s a m m e n -  
g e n o m m e n  d a s  B i l d  (Sl~ S~.) e i n e s  b e l i e b i g e n  kom-  
p l e x e n  S p e e r e s  S d e r  G a r b e .  

Dutch Austibung eincr Abbi]dung der Gruppe (G~s ~ H~s ) 
folgt hieraus : 

J e d e  k o m p l e x e  G a r b e  F b i l d e t  si.ch d e r a r t  a a f  
d i e  M e m b r a n e n  ['t u n d  F~. z w e i e r  r e e l l e r  G a r b e n  ab~ 
dad  e in  b e l i e b i g e r  S p e e r  St y o n  F~ z u s a m m e n  m i t  
e i n e m  b e l i e b i g e n S p e e r  Sr v o n F ~ d a s r e e l l e B i l d ( S l ~  St) 
e i n e s  b e l i e b i g e n  S p e e r e s  S y o n  U e r g i b t .  

Unter den r e e l i e n  Wirbein haben wir zwei gegentiber 
(G14 , HI~ ) vcrschiedene Klassen zu unterscheiden: die e in-  
t e i l i g e n  Wirbel u n d  die n u l l t e i l i g e n .  Die einteiligen sind 
analytische Fortsetzungen der zuvor als ~Wirbel" bezeiChneten 
Membranen. F f i r  die nullteiligen Wirbel bietet uns der Wirbel 
aller Minimalsperre ein Beispiel. Die in w 6 unter den b[ummern 
6. und 8. aufgez~thlten involutorischen Transformationen haben 
wir jetzt als Spiegelungen an nullteiligen Wirbeln zu bezeichnen. 

Man kann aueh im komplexen Gebiete Speerkugeln und 
-Quirle definieren~ indem man diejenigen Mannigfaltigkeiten so 
bezeichnet, die aus den analytischen Fortsetzungen der frtiher so 
genannten Gebilde dutch Abbildungen der Gruppe GS~ hervor- 
gehen, welche aus G~ durch analytische Fortsetzung entsteht. 

Das reelle Bild (St~ S )  eines Euklidischen Speeres S einer 
reellen Ebene besteht offenbar aus zwei zu der Ebene symmetri- 
schen Speeren. Verallgemeinert man das Ergebnls~ das man hieraus 
ftir das reelle Bild der o,~ 4 komplexen Speere des speziellen Quirl 5 
der alle Speere der Ebene enthalt~ gewinnt i so iindet sich: 

D a s  r e e l l e  B i l d  (Sl~ S~) e i n e s  e i g e n t l i c h e n ,  k o m -  
p l e x e n  S p e e r e s  S in  e i n e m  r e e l l e n  ( e i n t e i l i g e n  o d e r  
n u l l t e i l i g e n )  Wi rbe l~  s e t z t  s i c h  aus  z w e i  r e e l l e n  
e i g e n t l i c h e n  S p e e r e n  St~ S z u s a m m e n ,  d i e  e i n a n d e r  
in  d e r  S p i e g e l u n g  ~n d e m  W i r b e l  e n t s p r e c h e n .  

Analoges gilt f~ir die reellen Speerkugeln und-Quirl% die ja 
Sonderfalle der Wirbel sind. Eine spezielle nullteilige Speerkugel 
ist d i e  K u g e l  d e r  M i n i m a l s p e e r e .  Die Spiegelung an ihr 
ist d i e  U m k e h r u n g .  

Durch die gleiche Verallgemeinerung wie zuvor ergibt sich: 
D i e  r ee l l en~  e i g e n t ! i c h e n  S p e e r e  St, S d e r  P a a r e  

(St, S ) ,  w e l c h e  d i e  c ~  k o m p i e x e n  S p e e r e  e i n e s  be l i e -  
b i g e n  W i r b e l s  d a r s t e l l e n ~  e n t s p r e c h e n  e i n a n d e r  in 
e i n e r  b e l i e b i g e n  A b b i l d u n g  S z - - ~ S  ~ d e r  S c h a r  H1,. 
I s t  i n s b e s o n d e r s  d e r  W i r b e l  e i n e  Kuge l~  so g e h s r t  
d i e  A b b i I d u n g  d e r  S c h a r  H (2) u n d  i s t  d e r W i r b e !  e i n  

�9 ( 3 )  

Q u i r l ,  so g e h S r t  s ie  d e r  S c h a r  H~2 an. 
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Es gibt nullteilige Wirbel~ die nut  aus akzessorischen Speeren 
bestehen. Man erzeugt einen solchen Wirbel~ indem man auf die 
Kugel der Minimalspeere eine (reelle) Schwenkung durch einen 
beliebigen reellen Winkel ~ ausabt. Die Spiegelung an einem 
solchen WirbeI ist eine involutorische Transformation, die man 
als Produkt  einer Schwenkung durch den Winkel 2~ mit der 

(rood ~) erh/~lt man ins- Umkehrung herstellen kann. Far  ~ ~ 

besonders die Quirle, die die Eigenschas haben, dal] die Spiegelung 
an ihnen identisch ist mit der gew~hnlichen Spiegelung an einem 
(reellen~ eigentlichen) Punkte.  

Betrachtet man eine Speerkette als Durchschnitt der einzigen 
durch ihn gehenden Garbe mit den c , J  hindurchgehenden (kom- 
plexen) Wirbeln, so findet man: 

B e z i e h t  m a n  d i e  S p e e r e  S t u n d  S d e r  r e e l l e n  
Z t i g e  Fl u n d  F~ z w e i e r  r e e l l e r  G a r b e n  so a u f e i n a n d e r ~  
dal ]  i h r e  s p h / i r i s c h e n  B i l d e r  uneigentlich k r e i s v e r w a n d t  
w e r d e n ,  so s t e l l e n  d i e  e n t s t e h e n d e n  ~c ~ P a a r e  (St, St) 
d i e  oc~ k o m p l e x e n  S p e e r e  e i n e r  K e t t e  d a r .  

Zu den Ketten des (eigentlichen) komplexen Gebletes kSnnte 
man auch diejenigen Mannigfaltigkeiten rechnen~ welche den 
irreduziblen ebenen Schnitten der eigentlichen Kegel auf der M~ 
entsprechen. Eine derartige sKettC~ die wir uns z. B. ill einer 
linksseitigen Minimalebene liegend denken, hat als reelles Bild 
cx~ 2 Speerpaar% deren erster Speer S t lest bleibt, w/~hrend der 
zweite S~ den reellen Zug einer Garbe durchl~tuf~. Man bemerkt~ 
daft die dutch die Gruppe G2s in einer eigentlichen Minimalebene 
bestimmte Geometrie tibereinstimmt mit der durch Glt in dem Ge- 
biete aller reellea Speere definierten Geometrie. 

Unser Kontinuum der komplexen, eigentllchen Speere steht in einem ein- 
fachen Zusammenhange mit dem Kontinuum der komplexen ,Strahlen" des 
Herrn Study. 1) Deutet man die Xj :X2:Xs als komplex-dualo Studysche 
Strahlenkoordi~aten, so erkennt man, dab die Gesamtheit der eigentlichen Strahlen 
mit der Gesamtheit der eigentlichen Speere derart fiberdeckt ist, dug jeder kom- 
plexe eigentliche Strahl, der nicht Minimalstrahl'~) ist, zwei versehiedene komplexe, 
eigentliche Speere tragt, die ebenfalls nicht Minimalspeere sind, w~hrend jeder 
eigentliche Minimalstrahl einen einzigen $peer, und zwar einen eigentlichen 
Minimalspeer~trggt. Umgekehrt fiberdeckt jeder eigenflicho Speer einen ein- 
zigen, eigentlichen Strahl. 

Man kann demnach auch die eigentlichen Strahlen auf Speerpaare abbilden, 
doch empfiehlt sich hier eine kleine .~nderung. Sei $ ein eigentlicher Strahl 
{X1 : X~: Xa}. Wit ,orientieren" ihn zun~tehst, indem wJr fiber das Vor~.elchen 

der Wurzel X 0 ~ V x~ -4- x~ -~ x~ eine Entscheidung treffen, zu elnem Speere S 

1) Goom. d. Dynamen w 28. 
2) Vgl. a. a. O. S. 290. 
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{ Xo : X1 :X~: Xa}. Dana suchen wit das ~eelle Bild (8'4, C) yon S. Der aus S r 

dutch Umkebrung hervorgehende Speer sel S" ,  w~thrend wir ,5~t aueh mit S '  be- 
zeichneu woUen. Dana bilden wir den Strahl ~ auf das Speerpaar (S' ,  S " )  ab. 
H~ttten wit an Stelle yon S den umgekehrten Speer { - -  Xo : X,  : X~ : Xa } ge- 
aommen, so r wir zu demsdben Paar nur in verkeh~ter hnordnung (S", S ~) 
gekommen. So ergibt sich: 

D ie  k o m p l e x e n ,  e i g e n t l i c h e n  S t u d y s c h e n  S t r a h l e n  ~ s i n d  
u m k e h r b a r  e i n d e u t i g  a b g e b i l d e t  a u f  d ie  n i c h t - g e o r d n e t e n  
P a a r e  ( S  t , S " ) ~ (  S t' , S ' )  y o n  r e e l l e n ,  e i g e n t l i c h e n  S p e e r e n .  

Welter folgt : 
D i e  k o m p l e x e n ,  E a k l i d i s c h e n  G e r a d e n  d e r  P l i i c k e r s c h e n  

L i n i e n g e o m e t r i e  s i n d  u m k e h r b a r  e i n d e u t i g  a b g e b i l d e t  a u f  d i e  
n i c h t - g e o r d n e t e n  P a a r e  n i c h t - s y n t u k t i s c h e r ~  r e e l l e r ,  e i g e n t -  
l i c h e r  S p e e r e .  

Man finder zu einer Euklidis~hen Geiaden die zug'ehSrigen Speere S' ,  S "  
indem man die beiden Minimalebenen dutch die Gerad'e hindurchlegt and dann 
diejenigen Speere aufsucht, die diesen Minimalebenen in der in w 2 behandelten 
Abbildung entsprechen. 

Die zwd komplexen Bewegungsinvariaaten eines (allgemeinen) Geraden- 
paares ergeben, wean man sie in redle und dutch i geteilte rein-imaginhre Teile 
spaltet, die vler redlen InvaHanten des zugehiirigen Speerquadrupe~s gegenfiber 
Giu, die nach E. v. W e b e r  eine elegante geometrische Deutung zulassen. 

Die gefundene Darstellung der komlalexen Euklidischen Geraden ist aueh ffir die 
konstruktive Geometrie yon einer gewissen Bedeutuag, da sich mit ihrer tti lfe 
die einfachsten Aufgaben tier metrischen Geometrle des komplexen Linienraumes 
wesemlieh einfacher lgsen lassen Ms mit dcr yon S t a u d t  gegebenen Abbildu~g, 
die nut  ftir die einfachsten Aufgabea der projektivea Geometrie zweckmgfiig ist. 
Analoge Beziehungen finden schon in der ebenea Geometrie start, bei der Dar- 
s td lung komplexer Punkte einerseits nach L a g u e r r o anderseits nach S t au  d t. ') 

w 9. lsotrope Speerkongruenzen.  Die unendliche Gruppe 
der isotropen Speertransformationen. 

Wir wollen lmnmehr die reellen Fliichenztige auf der M 4 
die wit (in w 8) isotr0p genannt hatten, etwas eingehender betrach- 
ten. Es sei also eine analytische Abhitngigkeit zwisehen den kom- 
plexen Parametern t, T vorgelegt. Indem wir den Fall t = c o a s t . ;  
der die reelien Ebenen der M, liefert, tibergehen~ nehmen wir an, 
die Beziehung sei auf die Form gebraeht T-----f (t), we f eine 
komplexe analytisehe Fanktion der komplexen Verander!iehen t be- 
deutet. Die Stelle t = 0 sei s die Funktion regula B u n d  zwar 
sei f ( 0 ) =  0 and f '  (0) yon Null versehieden. 

Der vieri~teh ausgedehnte Tangentialraum R~ im Punkte 
t ~--- 0~ T =  0 [vgl. (4) w 8] kann mittels der unhomogenen Parameter 
ko, )'1, )'2~ )'a so dargestellt werden: 

Xoo : 1, xol : ) o ,  Xo~ : )'1, 
x11--- 0 , xl,a = 0 , 

(1) x22 = 0, 

X03 = 1) 

213 = ~'0~ 

X23 = ~'1, 

x 3 a =  I ;  

~ol = )"~, ~oa = ~3, ~o3 = 0, 
~2a = - - ) ' 3 ,  ~al = ~ ,  ~12 -= 0. 

1) Siehe die ]Einleitung des ersten Bandes yon S t u d y s  V~rlesungen fiber 
ansgew~thlte K~pitel tier Geometrie. Leipzig 1911. 
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Die reellen Parameter kT~ kann man als homogene Koordinaten 
far die yore Punkte t ~---0~ T =  0 auf der M~ ausgehenden ree]len 
Fortsehreitungsriehtungen verwenden. Deutet man die ~7~ ander- 
seits als h0mogene Punktkoordinaten in einem dreifach ausgedehn- 
ten Raume {),}, so sind die Punkte dieses Raumes dadureh um- 
kehrbar eindeutig auf die genannten Fortsehreitungsriehtungen be- 
zogen. 

Anderseits kOnnen wir diese Richtungen durch dis Differentiale 
dt~ dT~ die abgesehen yon einem gemeinsamen r e e l l e n  Faktor 
bestimmt sind, festlegen. Den Zusammenhang zwisehen den beiden 
verschiedenen Arten yon Koordinaten kann man~ wie aus den 
Formeln (2) des w 2 mittels der Formeln (17) des w 7 fo]gt~ so aus- 
driieken 

x. (dt)o =~,o-~-i~,l, (2) 
z . ( d T ) o  = ~,~ -[- i ~ 3 ,  

wenn z einen r e e 11 e n Faktor bedeutet und dureh den Index Null 
auf den Punkt t =  0, T~---0 hingewiesen wird. 

(dT)= f, __%+ i% Es sei nun ~ ( 0 ) - - % _ ~ i a  l~ so dal~ wir setzen 

kSnnen 

Z2-~-i),~ =-{~.2@i%} { 0 + i ~ } ,  

wo die a Konstante und p, z 
Absonderung der reellen und 

(4) A . . .  ] ~ = ~,~ ~ __ ~3 ~, 

Dadureh ist im Raume {k} eine Gerade A 

reelle Veranderliehe bedeuten. Durch 
rein-imaginaren Teile ergibt sieh 

bestimmt, die 
die Gerade 

[ ~ o ~  % - - i % ,  

! (5) G . . .  

und die konjugiert-imagin~re Gerade G im konjugiert-imagin~iren 
Punkte trifft. 

dT) oder die durchl/~uft die Ge- _~ndert man nun -~ -  o so 

fade A die reellen Geraden des elliptischen Netze% das G und G 
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dT) ist auf ztl Brennlinien hat. Die komplexe GrS~e d r - o  projektiv 

das binare Punktgebiet der Geraden G und damit auf das Gebiet 
der reellen Geraden des Netzes bezogen. Dem uneigentlichen 

Werte tit-o~--- ~ entsprieht die Gerade )'o ~ ) 1  ~ 0, welehe den 

Fortsehreitungsriehtungen zuge0rdnet ist, die yore Punkte t = 0 ,  
T =  0 ausgehen und, in der Ebene t = 0 gelegen sind. 

In den Formeln (5) des w 8 hatten wit far den linksseitigen 
Kegel dureh den Punkt t-~-0~ T~---0 eine Parameterdarstellung 
angegeben~ aus der man entnimmt~ dal~ die Tangentialebene dutch 
den Punkt an den Kegel durch die Bedingungen 

Xoq-iX ~ = 0  

eharakterisiert ist. Den komplexen ~ortsehreltungsrmhtungen auf 
dem linkseitigen Kegel entsprieht also im Raume {k} die Gerade G, 
ebenso denen auf dem reehtseitigen die Gerade G. Die Tangential- 
ebene an jeden isotropen Fl~tehenzug T~-f(t) dutch den betraeh- 
teten Punkt sehneidet demnaeh die konjugiert-imagin~tren Tangen- 
tialebenen an die beiden Kegel dureh diesen Punkt. 

Da nun dutch die Gruppe G le Yon reellen automorphen Kollinea- 
tionen der M~ einerseits ihre reellen eigentliehen Punkte transitiv ver.- 
tauseht werden, anderseits~ wie aus den Transformationsformeln (5) 
in w i folgt~ isotrope Fl~tehenztige wiecler in solehe ttbergehen~ so 
ergibt sieh~ dal~ das: was wir eben ftir den Punkt t-~-0~ T ~  0 
bewiesen haben, far jeden reellen, eigentliehen Punkt der Mt 
riehtig bleibt. Aus bekannten S~ttzen der Funktionentheorie folgt 
demnaeh: 

Es se i  im e i g e n t l i e h e n  G e b i e t e  d e r  Mt e in  S t t i e k  
e i n e s  r e e l l e n  F 1 / i e h e n z u g e s  gegeben~  d e r  s t e t i g  i s t  
a n d  in j e d e m  s e i n e r  P u n k t e  e i n e  b e s t i m m t e  T a n g e n -  
t i a l e b e n e  hat.  W e n n  d i e s e  T a n g e n t i a l e b e n e  s t e t s  d i e  
b e i d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  an  d i e  K e g e l  d u r e h  d e n  
B e r t t h r u n g s p u n k t  n a e h  G e r a d e n  s e h n e i d e t ~  so g e h S r t  
alas S t t t e k  u n s e r e s  r e e l l e n  ] ? l ~ e h e n z u g e s  e i n e m  not- 
w e n d i g e r w e i s e  a n a l y t i s e h e n ~  u n d  z w a r  i s o t r o p e n  
F l . X e h e n z u g e  an. 

Der gesamte reelle Zug wircl dureh reelle analytisehe Fort- 
setzung ermittelt. 

Es leuchtet ein~ dal~ die eben bewiesene eharakteristisehe 
Eigenschaft der isotropen Ztige gegenttber allen reellen, automorphen 
K011ineationen der M 4 invariant ist. Daraus folgt abet das sehon 

' ~  O "  ~ in w 7 bentttzte Er~,ebnls, dai3 diese Kollineationen die is0tropen 
Fl~chenztige untereinander vertauschen. 
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Die analytisehe Fortsetzung eines isotropen Zuges ins kom- 
plexe Gebiet der M~ wollen wir eine isotrope Flltehe nennen. 
Ebenso soll aber aueh jede komplexe analytisehe Flaehe auf der 2K 4 
genannt werden: die in das eigentliche Gebiet der M 4 eindringt 
und dort die Bedingung erfallt~ dal3 ihre Tangentialebene stets die 
Tangentialebenen an die Kegel dureh den Bertthrungspunkt sehneidet. 

Bevor wit auf die geometrisehen Deutungen im Speerraume 
ttbergehen~ sehicken wir noeh einige Bemerkungen tiber d i e  a n- 
z u w e n d e n d e n  B e z e i c h n u n g e n  voraus. 

Da sieh die folgenden 1Jberlegungen nut auf das Goblet tier 
e i g e n t l i e h e n ,  komplexen Speere erstreeken, k0nnen wit das 
Beiwort ~,eigentlieh" entbehren. 

Die Gesamtheit der oc~ komplexen Speere, die den eigent- 
lichen Punkten einer auf der M~ gelegenen analytisehen Kurve 
entsprechen, yon tier wit nattirlich voraussetzm b dal3 sie ttberhaupt 
m das eigentliehe Gebiet eindringt~ soil eine (an a 1 y t is e h e) 
S p e e r fl it e h e genannt werden. Ebenso sell die Gesamtheit der ec~ 
komplexen Speere, die den eigentliehen Punkten einer analytischen 
Flaehe zugeordnet sind, eine ( a n a l y t i s c h e )  S p e e r k o n g r u e n z  
heigen. Die c,~ 1 reellen Speere~ die zu den Punkten eines reellen 
Zuges einer analytischen Kurve auf der M 4 geh0ren, bilden ein 
( a n a l y t i s e h e s )  S p e e r b a n d  und die ec~ reellen Speere, die don 
Punkten eines reellen Zuges einer analytischen Flsehe entspreehen, 
bilden eine (an a 1 y t i s e h e) Sp e e r m e m b r a n~ eine Terminologie, 
die wit sehon frt~her gelegentlieh bentttzt hatten. 

Eine Speerflaehe odor ein Band heiltt z y l i n d r i s e h ~  wenn 
sich das sph~risehe Bild auf einen Punkt reduziert. Ebenso soll 
eine Kongruenz oder eine ~Iembran zylindriseh genannt werden, 
wenn ihr sph~irisehes Bild nur eine analytisehe Kurve odor einen 
reellen Zug einer solehen (ganz oder zum Toil) tiberdeekt und 
nieht ftaehenhaft ausgedehnt ist. 

Den isotropen Fl~tehenztigen und Flaehen der _~ir~ entspreehen 
d i e  i s o t r o p e n  S p e e r m e m b r a n e n  und d i e  i s o t r o p e n  
S p e e r k o n g r u e n z e n .  Man erhalt eineisotrope Speermembran~ 
wenn man eine analytisehe IVIannigfaltigkeit yon c ~  Minimalebenen, 
die entweder eine krumme Minimallinie~ oder einen Minimalkegel 
oder endlieh eine Tangente des absoluten Kegelsehnittes umhtillen, 
mit I-Iilfe der in w 2 behandelten Transformation auf den Speer- 
raum abbildet. Zu den isotropen Membranen geh0ren demnaeh 
die reellen Zfige reeller Garben und die reellen Zage reeller 
Bttndel syntaktiseher Speere. 

Wir bilden nun die komplexen Speere ab auf die komplexen 
Punkte einer reellen~ ebenen~ Euklidisehen Mannigfaltigkeit Vt yon 
vier komplexen Dimensionen. Die komplexen reehtwinkligen Koor- 
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dinaten 
dinaten eines komplexen Speeres S seien ~ ~,~ und 
t~, T~; C, T~ (vgl. (20)~ (22), w 8). Wir  setzen 

(6) 

eines Punktes p der V~ seinen ~ ,  ~x ; ~ ,  ~:. Die Koor- 
anderseits 

~1=~o+~ 3 2 ' ~1=~o+~3 2 i  ; 

Dadurch ist ein% im allgemelnen ein-eindeutige Beziehung 
S ~ - -~p  zwischen den Speeren und den eigentliehen Punkten der 
V~ hergestellt. Ffir reelle Speere ist t ~ t ~ t ~ ,  Tin- T z ~  Tr 
und die ~7~ und ~k sind die reellen und dureh i geteilten rein-ima- 
gini~ren Bestandteile yon t: T. Es entspricht wohl jedem Punkte 
2 ein bestimmter Speer S~ aber nicht auch umgekehrt, da sich die 
Speere, welehe der Bedingung ~o-~-~3 ~ 0  gentigen~ der Abbil- 
dung entziehen. 

Wir bilden nunmehr naeh S t u d y ,  1) die komplexen~ eigent- 
lichen Punkte p der V~ auf Paare reeller, eigentlicher Punkte 
p~ ix ~ [  (o~ y~(O ; x~O _ (o/ und ~ Ix(~) "(~)" (~) . (r)/ in folgender Weise 
ab. Wir  setzen 

(7) 

Pl 
xl -I-zYl ~ 

P~ 
x ( , )  : o (r) * �9 * ~ 

1 - - ~ 1  - - - - ~ 1 - - $ ~ !  

x(r) �9 (r) * * -- - -  ~y~ = t ~ - - i ~ = T .  

Diese Punkte  p~ und p~ sind aber die Bilder der Speere S~ 
und S+, welche zusammengenommen die reelle Darstellung (Sz, +~) 
yon S ergeben. Dutch  die Abbildung S - + p  wird also unsere 
reelle Darstellung der komplexen Speere S - +  (St: S.)tibergefiihrt  
in die S t u d y sehe Darstel[ung p - ~  (Pt~ 2~) der komplexen Punkte  
der V 4, Dadureh ist kS mi~glich einige S~ttz% die Herr  S t u d y 
fiber die letztere Darstellung angegeben hat~ hierher zu tibertragen. 

Wir stellen einige Begriffe gegenfiber: die einander in der 
Abbildung S - - + p  entsprechen. 

1) Vgl. hier und ira folgenden die Abhandlung: Sugli enti analiticL Rend. 
del Circolo Matematico dl Palermo, 1906. Deutsch als Anhang des zweitenBan- 
des yon Studys Vorl. fiber ausgew. Gegenst~inde d. Geom. Leipzig 1911. 
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S p e e r m a n n i g f a l t i g k e i t .  

Brotovarietg. 
Synektisehe S 2. 

Segresehe Mannigfaltigkeit V, 2. 
Unendliche kontinuierliehe 

Gruppe der synektisehen Trans- 
formationen. 

Unendliehe kontinuierliche 
Sehar der antisynektischen 

Transformationen. 

P u n k t m a n n i g f a i t i g k e i t .  

Einseitige Minimalebene. 
Isotrope Membranen. 

Isotrope Speerkongruenz. 
Unendliche kontinnierliche 
Gruppe der , i s o t r o p e n  
W r a n s f o r m a t i o n e n %  

Unendliehe kontinuierliche 
Sehar der , a n t i s o t r o p e n  

T r a n s f o r m  a t i o n e n  ~. 

Dabei ist unter einer i so t  o p e n  T r a n s f o r m a t i o n  eine 
Abbildung verstanden, die ffir reelle Speere durch die Formeln 

t* = / ( t ,  T) ,  
(8) T*= F(t, T) 

ausgedrtiekt werden kann, wenn nnterf~ F analytisehe Funktionen 
mit gemeinsamem Existensbereieh und nieht identiseh-verschwin- 
dender Funktionaldeterminante verstanden werden. Hat man einen 
komplexen Speer {t,, Tz; t~, T} durch eine derartige Abbildung zu 
transformieren~ so unterwirft man sowolil das Parameterpaar t~, T 
wie das Paar t ,  T. der Substitution (8). 

Die a n t i s o t r o p e n T r a n s f o r m a t i o n e n  haben fiir reelle 
Speere die Form 

t* = / (t, T), 
(9) 

T* = ~v(t, T) 
und ffir komplexe 

[ t~ = / (t ,  T) ,  t~ = / (t,, <), 
(io) 

Dabei sind fiber die Funktionen f~ F dieselben Voraussetzungen 
zu maehen wie zuvor. 

Unter den isotropen Transformationen sind die Transformationen 
yon GI{ enthalten unter den antisotropen die yon HIr 

Die isotropen und antisotropen Transformationen bilden zu- 
sammengenommen d i e  e r w e i t e r t e  i s o t r o p e  G r u p p e .  

Wir ftihren nun einige Siitze an~ die sich entweder aus den 
Theoremen des H e r r n S t u d y  ergeben, oder aus dem vorhergehen- 
den folgen. 

D i e  e r w e i t e r t e  i s o t r o p e  G r u p p e  h a t  d i e  e h a r a k -  
t e r i s t i s e h e  E i g e n s c h a f t ~  d i e  i s o t r o p e n  M e m b r a n e n  
u n t e r e i n a n d e r  zu v e r t a u s c h e n .  1) 

1) Man braucht yon den transformlerenden reellen Funktdonen nut  Stetig-, 
keit und einmallge Differenzlerbarkeit vorauszusetzen. 
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Die  E i g e n s c h a f t ,  d i e  ( M e m b r a n e n  yon) G a r b e n  
u n t e r e i n a n d e r  zu v e r t a u s c h e n ,  i s t  f t ir  d ie  G r u p p e  
(GI~ ~ 1t,~) c h a r a k t e r i s t i s c h .  1) 

Man beweist n~tmlieh zunttchst~ dal~ jede derartige Speer- 
transformation der erweiterten isotropen Gruppe angehSrt, und dann 
schliel~t man ebenso welter wie am Schlusse des w 7. 

U n t e r  a l l e n  r e e l l e n ,  a n a l y t i s c h e n  S p e e r t r a n s -  
f o r m a t i o n e n  s i n d  d ie  i s o t r o p e n  n n d  a n t i s o t r o p e n  da- 
d u r e h  g e k e n n z e i c h n e t ,  dag  sie d i e  e i n s e i t i g e n  Mini- 
m a l e b e n e n  u n t e r e i n a n d e r  v e r t a u s e h e n .  

Die  k o n t i n u i e r l i e h e  i s o t r o p e  G r u p p e  ha t  i n n e r -  
h a l b  de r  G r u p p e  a l l e r  a n a l y t i s e h e r S p e e r t r a n s f o r m a -  
t i o n e n  d ie  e h a r a k t e r i s t i s e h e E i g e n s e h a f t  mit  u n s e r e r  
r e e l l e n  A b b i l d u n g  de r  k o m p l e x e n  S p e e r e  v e r t a u s c h -  
bar  za sein.  

W e r d e n  d u r e h  e ine  i s o t r o p e  [ a n t i s o t r o p e ]  T rans -  
f o r m a t i o n  zwei  i s o t r o p e  M e m b r a n e n  a u f e i n a n d e r  be- 
zogen ,  so s i n d  d a d u r e h  i h r e  s p h g r i s c h e n  B i l d e r  in 
de r  R e g e l  e i g e n t l i c h  [ u n e i g e n t l i e h ]  k o n f o r m  a u f e i n -  
a n d e r  a b g e b i l d e t .  

Eine A u s n a h m e  hiervon tritt nur dann ein, wenn sieh eines 
oder aueh beide Sph~trischen Bilder auf einen Punkt reduzieren. 
Nach der in w 2 gegebenen geometrisehen Deutung der komplexen 
Koordinaten t, T bleibt aber der angeft~hrte Satz aueh noeh m 
diesen Sonderfgllen bestehen unter der Voraussetzung, dal3 man 
das spht~risehe Bild einer zylindrisehen isotropen 1V[embran, also 
eines Bgndels syntaktiseher Speere ersetzt durch das Feld der 
Sehnittpunkte mit einer o r i e n t i e r t e n  Normalebene des BtiMels. 
Dieselbe Bemerkung gilt far den folgenden Satz: 

D ie  cx~ k o m p l e x e n S p e e r e  S e i n e r  ( a n a l y t i s e h e n )  
Speer f l~ ieh% die  n i e h t  in e i n e r  e i n s e i t i g e n  M i n i m a l -  
e b e n e  l i eg t ,  w e r d e n  d a r e h  ~ S p e e r p a a r e  (N*~, S )  dar -  
ges te l l t~  d e r e  S p e e r e  a u f  zwei  i s o t r o p e  M e m b r a n e n  
v e r t e i l t  s ind,  ndie a u f  e i n a n d e r  so a b g e b i l d e t  w e r d e n  
{ S t - ~ S } ,  dais i h r e  s p h a r i s e h e n  B i l d e r  uneige~tlich kon-  
fo rm s ind.  

Die  oc~ k o m p l e x e n  S p e e r e  e i n e r  i s o t r o p e n  Kon- 
g r u e n z b i l d e n  s i e h  ab a u f ~ c ~ S p e e r p a a r e ,  d e r e n S p e e r e  
a u f  zwei  i s o t r o p e  M e m b r a n e n  v e r t e i l t  s in& 

Ist die Kongruenz reell, so fallen die beiden Membranen zu- 
sammen. Man erkennt~ dai3 jede reelle isotrope Kongruenz eine 
und nut eine reelle Membram enth~tlt. Zwei versehiedenartige em- 
seitige Minimalebenen durch zwei Speere einer isotropen Kongruenz 
treffen sich immer wieder in einem Speere der Kongruenz, 

1) Man braucht  Yon den t ransformierenden reellen Funkt ionen  nut  Stetig- 
keit und einmali~o Differenzierbarkeit vorauszusetzen. : 
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D u r c h  j e d e  Spee r f I~ t ehe ,  d i e  n i c h t  in e i n e r  ein-  
s e i t i g e n M i n i m a l e b e n e  e n t h a l t e n  i s t~geh t  e ine  e i n z i g e  
i s o t r o p e  K o n g r u e n z  u n d  e b e n s o  durchjedes B a n d  e i n e  
e i n z i g e  i s o t r o p e  M e m b r a n .  

Wir werden eine Speerkongruenz, die nicht in einer analy- 
tisehen Mannigfaltigkeit yon cx9 Minimalebenen liegt~ g e w S h n -  
l i e h  nennen. Dann findet sieh: 

D ie  (x~ S p e e r p a a r e  (S~ S)~ w e l c h e  d ie  ~ kom-  
p l e x e n  S p e e r e  e i n e r  g e w S h n l i e h e n  ( a n a l y t i s c h e n )  
S p e e r k o n g r u e n z  d a r s t e l l e n ~  b e s t i m m e n  e i n e  a n t i s o -  
t r o p e  A b b i l d u n g  {S~-~S,}. D i e s e  is t  s y m m e t r i s e h  
{ S t - ~ S } - - - { S  - ~ S }  , w e n n  d ie  K o n g ' r u e n z  r e e l l  ist.  

B e z i e h t  m~n z w e i  M e m b r a n e n  gewghnlicJ~er (ana ly -  
t i s c h e r )  S p e e r k o n g r u e n z e n  in b e l i e b i g e r  W e i s e  auf-  
e i n a n d e r  d u r c h  e i n e  a n a l y t i s c h e  A b b i l d u n g ,  so g ! b t  
es e i n e  u h d  n u r  e i n e  s y n e k t i s e h e  u n d  e b e n s o  e l n e  
u n d  n u r  e i n e  a n t i s y n e k t i s e h e  T r a n s f o r m a t i o n ~  d i e  
d i e s e  A b b i l d u n g  v e r m i t t e l t .  I n s b e s o n d e r s  g i b t  es 
aul~er d e r  I d e n t i t g t  in d e r  e r w e i t e r t e n  s y n e k t i s c h e n  
G r u p p e  n u r  e i n e  e inzige~ u n d  z w a r  a n t i s o t r o p %  sym- 
m e t r i s c h e  T r a n s f o r m a t i o n .  d i e  a l l e  S p e e r e  e i n e r  
M e m b r a n  e i n z e l n  in R u h e  l~t[~t~ d ie  ,Spiegelu~zg ~ an d e r  
M e m b r a n .  

Diese Spiegelung lgl~t auch a|le Speere der Kongruenz einzeln 
in Ruh% welche die analytische Fortsetzung der Membran bildet, 
insbesonders auch die Speere jeder anderen Membran dieser Kon- 
grnenz. Ein komplexer Speer der Kongruenz wird durch ein 
Spe.erpaar dargestellt~ dessen Speere sieh in der Spiegelung wechsel- 
welse entsprechen. 

Es ist bemerkenswert~ wie einfaeh sich manehe Sgtze yon 
R i b a u e o u r  fiber isotrope Membranen mittels der komplexen 
Parameter t~ T und ihrer geometrisehen Deutung (w 2) ergeben. 
Z. B. besteht zwischen den isothermen Kurvennetzen auf der Ein- 
heitskugel und den isotropen Membranen die folgende Beziehung. 1) 

Das Quadrat des Bogenelements ds  der Einheitskugel habe 
in Bezug auf ein System yon isothermen Parameterlinien u ~ const., 
v ~ const, die Form 

ds ~ = / ( u ,  v) {du~§ 

Wir grenzen auf der Kugel ein einfaeh-zusammenhangendes 
Gebiet {u:v} ab~ indem sieh die reell% analytisehe Funktion f 

regul~tr verh~lt und nicht verschwindet. In einem Punkt t dieses 
Gebietes tragen wir auf der Tangente an die durch 2 gehende 

1) u R i b a u c o u r  a. a. O., w 27, oder Enzyklop~die lI[~ D 5, R. v. 
L i l i e n t h a l ,  Nr. 30, S, 331. 
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Kurve u-~-eonst, die Strecke t p : ] / f ( u , v )  in irgend einer 
Riehtung auf. Die Konstruktion wiederholen wir ftir die tibrigen 
Punkte t des Gebietes {u~ v} so, dal] sieh p m i t t  kontinuierlieh 
fortbewegt. Zieht man nuu dutch die Punkte p symaktische 

- - 9  

Speere S zu den Speeren o t~ so besehreibt S ein reguli~res Gebiet 
einer isotropen Membran. 

Man besti~tigt dies sofort dureh die analytisehe Formulierung 
der angegebenen Konstruktion. Durch die Belegung des Gebietes 
{u~ v} einerseits mit den reellen Wertepaaren u~ v~ anderseits mit 
dem komplexen Parameter t ist t als analytisehe Funktion yon 
w ~ u -~- i v definiert : t ~ ~ (w). Die konstruierte Membran wird 
nun mit Hilfe des Parameters w entweder dureh die Formeln 

t ~ (w), oder dureh die folgenden q~' 
T = (w), T =  - -  (w) 

dargestellt. Die hiedurch zwischen t und T hergestellte Beziehung 
ist aber analytisch~ also die Membran isotrop. 

Ist umgekehrt eine (nieht-zylindrische) isotrope Membran und 
eine Einheitskugel beliebig vorgelegt~ so bestimmt die Membran 
auf der Kugel ein einziges isothermes Kurvennetz~ mit Hilfe dessen 
sie in der angegebenen Weise konstraiert werden kann. Dieses 
:Netz ist dureh eine komplexe Quadratur zu ermitteln. Es sei die 
Membran in der Form 

T =  (t) 

gegeben und die Einheitskugel sei um den Koordinatenanfangspunkt 
besehrieben. Setzen wir dann z. B. 

W ~  )~ 

so entspreehen den Geraden parallel zur reellen und imagln~tren 
Aehse in der G aul~sehen w-Ebene die Kurven des isothermen 
Netzes auf der R i e m a n n sehen Kugel ftir t. 

Wir wollen hier zwei Formetn angeben~ aus denen sieh un- 
mittelbar zwei bekannte differentialgeometrisehe Eigensehaften der 
isotropen Membranen ablesen lassen. 

Es seien t, T gegeben als komplexe analytisehe Funktionen 

eines reellen Parameters ~. Wenn wir voraussetzen~ da~ ~-~nieht- 

identiseh versehwinde, so ist uns dadureh~ wenn wit yon einem 
bestimmten Werte yon ": ausgehen, jedenfalls ein Sttiek eines nieht- 
zylindrisehen Bandes gegeben~ das wir dureh reello analytisehe 
Fortsetzung and allfMlige reelle Parametersubstitutionen vervoll- 
stiindigen kSnnen. Erteilen wit dem Parameter x komplexe Weft% 

l~onatsh, ftir Mathematik u. Physik. ~'XI. Jahrg. 19 
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so erhalten wit Speere der durch das Band hindurehgehenden 
is0tr0pen Membran. 

Nennen wit den Ful~punkt des gemeinsamen Lotes zweier 
dt 

konsekutiver Speere unseres Bandes (an einer Steli% wo ~ ~ 0 

ist) wie frfiher den ZentrMpnnkt z dieses Speere% bezeiehnen wir 
ferner mit f den Ful~punkt des yore Koordinatenanfangspunkt ans 
auf den Speer gef/illten Lote% so linden wir far die aueh dem 
Vorzeichen naeh bestimmte Streeke f z  (die wit am Sehlusse yon 
w 2 mit A bezeichnet 15atten) den Wert 

(11) A ~ dt 1 -~-tT- 

Wit wollen eine 8telle einer isotropen Membran~ an der sieh 
bei geeigneter Wahl des Koordinatenkreuzes T naeh ganzen~ po- 
sitiven Potenzen von t enewickeln 1~1~% rune S t e l l e  a l l g e m e i n e r  
L a g e  nennen. Ferner soil eine Stelle eines Bandes, an der bei 
geeigneter Annahme des Koordinatensystems und des reellen Para- 
meters "~ sich die Funktionen t (v) und T(v) holomorph verMhen 

dt 
und aberdies ~ 4 = 0  is% eine r e g u l g l ' e  S t e l l e  des Bandes 

hei~eu. Dann kSnnen wit feststellen: 
(I) D i e  d u r e h  e i n e  S t e l l e  a l l g e m e i n e r  L a g e  hin- 

d u r e h g e h e n d e n  B g n d e r  e i n e r  i s o t r o p e n  M e m b r a n ,  
w e l c h e  h i e r  e i n e  r e g n l g r e  S t e l l e  h a b e n ,  h a b e n  ,da- 
s e l b s t  d e n  g l e i c h e n  Z e n t r a l p u n k t .  

Ebenso findet man far den V e r t e i l u n g s p a r a m e t e r  L (vgl. 
den Schlul~ yon w 2) unseres Bandes den Ausdruek 

1 ;dT .  tiT}_ tT~-tTl@t}_ 
(12) L = - ~ -  l-d7 @ ~ 7 . 

(II) D i e  d u t c h  e i n e  S t e t l e  a l l g e m e i n e r  L a g e  h in-  
d u r c h g e h e n d e n  B~tnder  e i n e r  i s o t r o p e n  Membran~  
w e l e h e  h i e r  e i n e  r e g u l ~ t r e  S t e l l e  haben~ h a b e n  da- 
s e l b s t  d e n  g l e i e h e n  V e r t e i l u n g s p a r a m e t e r .  

Die Formeln (11), (12), geben uns eine einfache geometrisehe 
Deutung des reellen und durch i geteilten reinimagin~tren Teiles 

dT dT  dt 
d e s  Differentialquotienten dt  ~-- ~ : ~ "  Die Eigenschaft (I) hat 

nattirlieh keine Bedeutung far die zylindrisehen isotropen Mem- 
branen~ die keine Stellen allgemeiner Lage enthalten. Die Eigen- 
schaft (II) beh~tlt aueh noeh far diese Membranen insofern ihre 
Gtfltigkeit bei, als far jede Stelle eines zylindrisehen Bandes der 
Verteilungsparameter den uneigentlichen Wsrt ~c hat. 
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K e i n c  d e r  E i g e n s c h a f t e n  ([) u n d  (II) ist ,  w~e jetzt 
gezeigt werden soil, f t i r  d i e  i s o t r o p e n  M e m b r a n e n  c h a r a k -  
t e r i s t i s c h ,  s o n d e r n  es g i b t  n 0 c h  z w c i  F a m i l i e n  z y l i n -  
d r i s c h e r  ~ ' [ e m b r a n e n ,  d e r e n  j e d e  e i n e  d e r  E i g e n -  
s c h a i t e n  (I) u n d  (II) m i t  den  i s o t r o p e n  M e m b r a n e n  
t e i l t } )  

Stellen wit uns zuerst die Aufgabei alle Membranen mit der 
Eigensehaft (I) aufzusuehen. Wir gehen hierbei yon der Abbil- 
dung der vom Punkte t ~ 0 ,  T-~-0 auf der M~ ausgehenden 
Fortsehreitungsriehtungen auf den Punktraum {)`} aus, deren wir 
uns sehon zu Anfang dieses Paragraphen bedient haben. 

Die Punkt% welcho dutch die Bedingung 

{1T ~d_)T)o/: ~ / d T ' '  1 { (dT)o __ (dS~)0 } : konst. 

auf der Geraden G des Raumes {),} ausgesondert werden, bilden 
d T  

eine S t a u d t s c h e  K e t t %  die dureh den Punkt dt __ oc hin- 

durehgeht. L~tgt man die Konstante variieren~ so durehliuft die 

Kette e~ 1 versehiedene Lagen, die samtlieh im Punkte (dT~ =oc  
\ d t /o  

zwei benaehbarte Punkte gemein haben. Die zugehSrige reelle 
Gerade A des Netzes mit den Brennlinien G, G besehreibt ~ 

"O" reelle Zu~,e yon Regelseharen eines Btischels yon einsehaligen Hyper- 
boloiden~ die sich in den Geraden G, G sehneiden und lungs der 
Geraden )̀ o ~ }'1 ~ 0 bertihren. Die anderen Regelseharen dieser 
Ityperboloide gehsren daher ebenfalls einem Netze an, und zwar 
einem parabolisehen, dessen Brennlinien in der Geraden )̀ o ~ )̀ 1 -~- 0 
zusammenf~llen. 

Nehmen wit RUn an, es gehe dureh den Punkt t ~ - 0  7 T-~--0 
ein reeller Flichenzug hindureh, der in der Umgebung dieser 
Stelle sieh regular verhalt und die der Bedingung (I)entsprechende 
Eigensehaft hat. Die ~ reellen Fortsehreitangsriehtungen, welche 
yon unserem Pnnkte auf dem FI~tehenzuge ausgehen, bilden sieh 
auf den reellen Zug einer Geraden des Raumes /)`} ab, die einem 
der beiden Netze angehtiren mug. Liegt sie in dem elliptisehen 
Netze mit den Leitlinien G~ G, so findet in den benaehbarten 
Punkten des Fl~chenzuges Analoges start und wit kommen so auf 
die isotropen Fl~tehenzttge. 

Es bleibt also noeh der Fall zu erledigen~ dais die Gerade 
dem parabolisehen Netze angehSrt~ also die Gerade X 0 ~ i ~ - - 0  
sehneidet. Dem Sehnittpunkte mit dieser Geraden entsprieht eino 
reelle l.%rtsehreitnngsriehtung auf unserem Fl~ehenzuge, die in der 
auf der M~ gelegenen Ebene t = 0 verlanft. Denkt man sieh die 

l) Bei Rib~ucour finden sich hiertiber unrichtigo Angaben. Man vgl. 
a. a. O. w 29. S. 35. 

19 ~ 
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anzlogen Fortschreitungsrichtungen tiber den ganzen Fl~tchenzug 
integriert~ so erkennt man~ dal3 er aus c~ 1 ebenen Kurvenztiges 
besteht. Die zugeh0rige Membran ist demnach zylindriseh. 

Bezeichnen wir mit u und v reelle Veriinderliche~ so k0nnen 
wir eine zylindrische Membran in der Form annehmen 

t = t (~), 
T :  T(u, v)~ 

wo die Funktionszeichen reehter Hand komplexe analytisehe Funk-  
tionen der angezeigten Veriinderlichen mit gemeinsamem Existenz- 
bereieh bedeuten. Soll nun der rein-imaginiire Bestandteil yon 

OT OT dv 
d T  Ou, ~ Ov d s  
dt dt 

du 
dv 

yon -du- unabh~tngig scin~ so mul3 die identische Beziehung statt- 

linden 
~ T  ~ T  
Ov 3~ 

~-~--0. 
dt  d t  
du d{[ 

dt  
Sehliel3en wit die M0glichkeit aus, dal~ ~ identiseh 

sehwinde~ so mug 
v e t -  

8T dt 
~v : d ~  ---- 0 (~t~ v) 

eine r e e l l  e analytisehe Funktion sein. Fiihrt  man an Stelle yon v 
einen neuen reellen Parameter v* ein: weleher die Differential- 
gleiehung 

v* (u, v) = 0 (u, v) 
0v 

genfig% so wird, wenn man das Sternchen wieder weglaBt 

und 

(13) 

OT dt 
Ov - -  du 

t = t (u), 
dt  
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wo T~ eine beliebige, analytische Funktion yon u bedeutet~ die 
m i t t  (u) einen gemeinsamen Existenzbereich besitzt. 

Derartige Speermembranen (zu denen die ~Iembranen reeller 
Bfindel syntaktischer Speere nieht geh~ren) nennt man s y n e k t i S ch e 
~ [ e m b r a n e n .  Wir kommen auf sie im folgenden-Paragraphen 
zurtick. Beispiele synektischer Membranen geben die reellen Ztige 
reeller Speerkugeln. 

Stellen wit uns nunmehr an zweiter Stelle die Aufgabe~ alle 
Membranen zu ermitteln~ die mit den isotropen die Eigenschaft (II) 
teilen~ so kSnnte man auf vSllig analogem Wege za zylindrisehen 
Kongruenzen kommen, die man in der Form 

f t ---- t 
(14) ! 

�9 dt 

darstellen kann. Diese Gebilde wollen wir p a r a s y n e k t i s e h e  
M e m b r a n e n  nennen. 

Natttrlieh geht im allgemeinen weder eine synektisehe noeh 
eine parasynektisehe Nembran dureh eine Transformation der iso- 
tropen Gruppe wieder in eine solehe fiber. 

Ziehen wir die Formeln (15) des w 3 heran~ so erkennen wir 
dureh Vergleieh unserer Ausdr~ieke (13) und (14): 

D u r e h  den  S e h w e n k u n g s p r o z e l 3  g e h t  j e d e  s y n e k -  
t i s e h e  in e i n e  p a r a s y n e k t i s e h e  M e m b r a n  f iber  u n d  
u m g e k e h r t .  

Beaehten wir jetzt die dureh die Formeln (17) in w 3 ausge- 
dr~ekte Tatsaehe. Da, wie wir gezeigt haben~ die synektisehen 
und isotropen Membranen dureh die Eigensehaft (I) eharakterisiert 
sind~ so foIgt jetzt dureh Anwendung einer Sehwenkung unmittelbar~ 
dal~ die parasynektisehen und isotropen Membranen dureh die Be- 
dingnng (II) gekennzeiehnet werden. 

Wir wollen noeh nebenbei auf eine Formel hinweisen, die sieh 
auf unsere reelle Darstellung komplexer Speere bezieht. 

Es sei S ein Speer einer komplexen Speerfl~tehe {S} und 
S), S~ die reellen Speere seines reellen Bildes (N, St). Durehlauft 
S die Speerfl~tehe {S}~ so besehreibt~ wie wir bewiesen haben, 
S~ eine isotrope Membran {S~} und ebenso S, eine isotrope Mem- 
br , 

Stellt man sich nun die Aufgabe, ftir den komplexen Ver- 
teilungsparameter yon {S} an der Stelle S eine reelle gepmetrisehe 
Deutung zu finden, so findet man dureh eine i~hnliche Uberlegung 
wie di% welehe uns zur Formel (8) des w 3 geftihrt hat~ die Be- 
ziehung 

{L I.n~z,.--ntz~ (15) L ~ z -~ L~ e tg ~ - -  
2 2 
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Hierin bedenten zunaehst L, und z, { i = r ,  1} Verteilungs- 
parameter nnd Zentralpunkt yon { Si} in Si. Fallen wir ferner anf 
S~  S,. die (oder~ im besonderen Falle~ eine) gemeinsame Normale 
und o.rientieren wir diese in beliebiger Weise zu einem Speere N~ 
so semn die Sehnittpunkte yon N und S) mit n~ bezeiehnet. 
SehlieNieh ist noch n~ m --~ 2e  und Winkel  [S~, S . ] - - 2  m gesetzt. 

w 10. Synektische Speerkongruenzen. 
Die unendliche Gruppe der synektischen Speertransformationen. 

Wir wollen uns hier,  wie aueh sehon im vorigen Absehnitt% 
der Kttrze halber im wesentlichen auf das reelle Gebiet besehr~nken. 

Die Formeln (13) des vorigen Paragr~phen lassen sich zu- 
sammenfassm b wenn wit (reell-)duale Verbindungen einffihren. 
Setzt man S = t - ~  e T ~ - - f  (u 2 r- s v)~ wobei f eine (reell-)synek- 
tische Funktion 1) des dualen Parameters u-~- e v bedeutet~ deren 
skalarer Tell nicht konstant ist, so ist dadurch (wenn man yon 
einem bestimmten Parameterwerte ausgeht) eine synektisehe Mere- 
bran bestimmt. 

Geht man mit Hilfe der Formeln des w 2 za den unhomogenen 
reell-dualen Koordinaten X k fiber, so erkennt man, dal~ die synekti- 
schen Membranen auch in der Form 

(1) X T ~ : X , ~ ( u - ~ - a v  ) { k :  1,2,3} 

darstellbar sind~ wo die Funktionszeichen rechts reell-synektisehe 
Funktionen andeuten~ deren skalare Bestandteile nicht samtlich 
k0nstant sind und die die Bedingung 22 "2 , -~ Xe2 -~ X~ =- 1 
erftillen. L~tl3t man s die Funktionen X k und den Parameter 
u -t- ~ v aueh komplex.-cluale Werte zu~ so erhMt man Si0eermannig- 
~altigkeiten~ die wlr s y n e k t i s c h e  S p e e r k o n g r u e n z e n  
nennen wollen. Doeh werden wit  uns aus die Betrachtung der 
synektischen Membranen besehranken, deren Eigenschaften man 
ohne Sehwierigkeit auf die synektischen Kongruenzen fiber- 
tragen kann. 

Bentttzen wit die Vektorensehreibung des w 2~ so folgt aus 
(1) dureh Trennung der skalaren und vektoriellen Teile 

(2) ~ = ~ (u ) ,  
= Y, ( . )  -+- ~ '  (~0 �9 v.  

Arts diesen Gleiehungen oder aueh unmittelbar aus den Formeln (13) 
des w 9 ist nun ersiehtlieh: 

a) Ygl. Geom. d. Dynamen S. 198, 199 oder aueh J. Griinw~ld a. ~. O. 
S. 101--103, w 6. 
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D u r e h  ein  be l i eb iges~  n i c h t - z y l i n d r i s c h e s : ( a n a -  
l y t i s c h e s )  S p e e r b a n d  g e h t  s t e t s  c i n e  u n d  n u r  e i n e  
s y n e k t i s e h e  M e m b r a n ,  Man v e r s c h i e b e  e i n e n  S p e e r  
a l l g e m e i n e r  L a g e  des  B a n d e s  s y n t a k t i s c h  zu  s i ch  
s e l b s t  in 4er  E b e n e ,  w e l c h e  ~ur a s y m p t o t i s e h e n  
E b e n e  1) des  B a n d e s  an d i e s e r  S t e l l e  s e n k r e e h t  s teh t .  
A l l e  d ie  so e r h a l t e n e n  ( r e e l l e n ) S p e e r e  g e h S r e n  d e r  
M e m b r a n  an. 

D ie  s y n e k t i s c h e n  M e m b r a n e n  s ind  u n t e r  a l l e n  
( a n a l y t i s e h e n )  S p c e r m e m b r a n e n  d a d u r e h  g e k e n n -  
ze iehne t~  dal~ d ie  g e m e i n s a m e n  ~Tormalen  z w i s e h e n  
e i n e m  b e l i e b i g e n  S p e e r  a l l g e m e i n e r  L a g e  de r  Mere- 
b r a n  u n d  i h r e n  b e n a e h b a r t e n  (zu i hm n i e h t - s y n t a k -  
t i s e h e n )  S p e e r e n  in e ine  e i n z i g e  G e r a d e  z u s a m m e n -  
f a l l en .  

Die  s y n e k t i s e h e n  M e m b r a n e n  s i n d  in • o r m a l e n -  
k o n g r u e n z e n  reel ler~ e n t w i e k e l b a r e r  ( a b e r u n e b e n e r )  
F lS tchen  e n t h a l t e n .  2) 

Wir hatten in w 7 die (reellen) ,uneigentliehen" Speere des 
nattirlichen Kontinuums auf die (reellen) Linienelemente der Einheits- 
kugel abgebildet. Wit wollen jetzt in analoger Weise die (reellen) 
Biisehel syntaktiseher Speere auf die (reellen) Linienelemente der 
Kugel abbilden~ indem wit jedem Btischel dasjenige Element zu- 
ordnen, dessen Punkt das sph~trisebe Bild der Speere des Btischels 
ist und dessen Gcrade auf der Ebene des Btischels senkrecht steht. 
Man findet dann: 

E i n e  n i e h t - z y l i n d r i s e h e  ( a n a l y t i s e h e )  Membran~ 
d ie  ~ 1  B~tnder r e e l l c r  B t i s e h e l  s y n t a k t i s c h e r  S p e e r e  
e n t h ~ l t ,  is t  d a n n  und  n u r  d a n n  s y n e k t i s c h ,  w e n n  d ie  
~1  L i n i e n e l e m e n t %  w e l c h e  die  s p h ~ r i s c h e n  B i l d e r  
d i e s e r  B t t sche l  sind~ e i n e m  r e e l l e n  K u r v e n z u g e  ange-  
ht i ren.  

Die zum Schlusse des vorigen Paragraphen erw~thnten 
parasynektischen Membranen werden mittels unserer Vektoren so 
dargestellt : 

(3) / ~ = ~ (u) ,  A 
t _~ = ,~ ( , , ) +  ;~ ~: ' .  v. 

Atteh yon diesen Membranen geht dureh jedes (analytische) Band 
eine einzige hindurch. Seine Konstruktion geschieht in ahnlicher 
Weise wie die zavor angegebene der synektisehen Membran~ es 
hat niimlich hier die syntaktische Versehiebung der Speere unseres 
Bandes in der zugeh~irigen asymptotisehen Ebene zu erfolgen. 

~) Unter einer asymptotischen Ebene eines Speerbandes in einem Speere S 
yon allgemelner Lag'e, soil diejenige Ebene durch S verstanden werden, die z u  

dem benaehbarten Speer des Bandes parallel gestellt ist. 
~) ~ber diese und andere Eigensehaften der synektischen Membranen vgl. 

die Geom. der Dynamen, S. 305 u. f. 
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Die Linienelemente auf der Kugel, welche den ~ 1  reellen Bfischeln 
syntaktischer Speere einer parasynektischen Membran gehOren, 
stehen auf einem reellen Kurvenzuge senkrecht. 

Im Anschlusse an die synektischen Membranen ist es nabe- 
liegend d i e  unend l i c ' he~  k o n t i n u i e r l i c h e  G r u p p e  d e r  
s y n e k t i s c h e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  zu b e t r a c h t e n  

(4) X~-X~(XI, X,, X.) { k = l ,  2, 3}. 

Von  den reell-synektisehen Funktionen X*k ist vorauszusetzen, dal~ 
sie einen gemeinsamen reellen Existenzbereieh besitzen, die Be- 

2 2 ziehung X 1 --~ X 2 ~ X~ ~ 1 invariant lassen und dal] der skalare 
Bestandteil der t unktlonaldetermmante der Transformation nicht 
identiseh verschwinde. 1) 

Der synektischen Gruppe hi~t sich d i e  u n e n d l i c h e ,  
k o n t i n u i e r l i e h e  S e h a r  d e r  a n t i s y n e k t i s c h e n  T r a n s -  
f o r m a t i o n e u  an die Seite stellen 

(5) X ; =  X~ (X,, 2~,, 2~..) {/c=  I, 2, 3}. 

Dabei slnd fiber die Funktionen reehter Hand dieselben Annahmen 
zu machen wie soeben und der Zirkumflex deutet wieder den 
Zeichenwechsel yon ~ an. 

Beide Scharen bilden vereint wieder eine Grupp% die wit 
d i e  e r w e i t e r t e  s y n e k t i s c h e  G r u p p e  nennen. 

Trennen wir in den Formeln (4)~ (5) skalare und vektorielle 
Bestandteile~ so erhalten wir 

~,=~2 (~o~, ~o,, ~o,)+ a. ]0~Zo~ ~.. + ~:;o~ ~'' + ~V. ~'' _' 

. f0~:, 0~:. o~:, } 

~,~ --~('~-~ (~o~, ~o, , ~o~) + ~. 1o ~Zo, ~ § O-~o~ ~ '  § O-~o~ ~ I 

1) * �9 X a ~st eine reell-synektische Funkt lon tier X 1 X~, X 3 wenn elne Be- 

~iehung stattfindet 

+~ ~(~o~.~o,.~o~)+y~o~ -~-~j ,~-~-~ ~. 
wobei die im Ubrlgen beliebigen reell-analytlsehen Funkfionen ~ol und ~ )  elnen 
gemeins~men reellen Exlstenzbereich besitzen. 
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Hierin ist far synektisehe Abbildungen ~Q~----{-1 und ftir anti- 
synektisehe ~q ~-----1 zu setzen. 

Die Transformationen der erweiterten synektisehen Gruppe 
vertausehen offenbar die synektischen lVlembranen untereinander 
(die parasynektisehen hingegen im allgemeinen nieht). Man kann 
dies aueh leieht mit Hilfe der Formeln (9) und (6)bestatigen 
ohne die dualen GrOl~en heranzuziehen. Doeh ist diese Eigensehaft~ 
wie man an dem Beispiel der reellen Ahnliehkeitstransformationen 
ersieht, ftir unsere Gruppe nieht eharakteristiseh. Wit stellen uns 
daher die Aufgabe, d ie  G r u p p e  F a l l e r  ( r ee l  len~ a n a l y -  
t i s c h e n )  S p e e r t r a n s f o r m a t i o n e n a u f z u f i n d e n ~  w e l e h e  d i e  
s y n e k t i s e h e n  N e m b r a n e n  (soweit sie in den Existenzbereieh 
der Transformationen eindringen) u n t er  ei n an d e r v e r t au-  
s e h e n .  

Zunaehst lenehtet ein, dal; die gesuehten Transformationen 
die (reellen) Btisehel und daher aueh die (reellen)Btindel syn- 
taktiseher Speere wieder in solehe uberfahren. 

Denken wit uns nun eine der gesuehten Transformationen 
S - - ~  S* gegeben und nehmen wit in ihrem Existenzbereieh zwei 
nieht zylindrische Bander an~ deren spharisehe Bilder zusammen- 
fallen und beziehen wir die so aufeinander, dal3 wit syntaktisehe 
Speere einander zuordnen. Legen wir nun dutch diese Bander die 
synektischen Membranen. Die Ebenen der zwei Basehel dieser 
Membranen, die zwei zusammengeh~rige Speere enthalten, sind 
dann parallel. Dutch unsere Abbildung S--~-S* gehen die zwei 
Bander in zwei neue tiber, die in gleieher Weise aufeinander 
bezogen sind wie die ursprttngliehen~ und die synektisehen Mem- 
branen dutch die ursprangliehen Bander gehen in die dureh die 
neuen fiber. Daraus kann man abet den Sehlul3 ziehen~ dal3 bei 
unserer Transformation S - - ~  S* Btisehel syntaktiseher Speere, 
deren Ebenen parallel und deren Speere syntaktiseh sind, wieder 
in solehe Btisehel ttbergehen mtissen. Anders ausgedrtiekt: Btischel 
syntaktiseher Speere mit gemeinsamem spharisehen Bilde geherJ 
wieder in solehe tiber. 

Demgemal5 ist mit jeder Abbildung S---).- S* eine Transforma- 
t i o n  der Linienelemente auf der Einheitskugel verkntipft. Man 
kann nun leicht erkennen~ dag diese Elementtransformation eine 
Bert~hrungstransformati0n sein mul3, und zwar diejenig% welche 
durch den sogenannten Erweiterungsprozel~ aus der Punkttransfor- 
marion auf der Kugel hergeleitet wirdl die das spharische..Bilcl 
der Abbildung S--~-S* ist. Doch wollen wir uns dieser Uber- 
legung nieht bedienen~ sondern gleich zu analytischen Betrachtungen 
tibergehen. 

Denken wit uns zwei in der Abbildung S--~ S* einander 
entsprechende (reelle) Bttndel syntaktiseher Speere durch Normal- 
ebenen geschnitten~ so sind die Punktfelder dieser Ebenen so a u f  
einander bezogen~ dal3 geraden Linien~ wieder gerade Linien ent- 
spreehen~ und zwar s% dal3 Parallelismus erhalten bleibtl Die 
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Felder sind also ann.  Die Transformationsformeln mtissen demnach 
die Gestalt haben 

2, 3} 

worin die A, B~ C: D . . .  (reelle, analytisehe) Funkfionen der 2Co~: 
sin& Ftihrt man nun die Bedingung ein~ dal~ synektisehe Mem- 
branen, die wir in der Form (2) gegeben denken, wieder in solehe 
ttbergehen~ so findet man sehliel31ich: 

D i e  ~ f r a n s f o r m a t i o n e n  t ier  u n e n d l i e h e n ~  k o n t i -  
n u i e r l i e h e n  G r u p p e F ,  w e l e h e  d i e  s y n e k t i s e h e n M e m -  
b r a n e n  u n t e r e i n a n d e r  v e r t a u s e h e n ~  h a b e n  d i e  Ges ta l t  
(6), w o b e i  ~ e ine  im t i b r i g e n  b e l i e b i g e  (reelle~ a n a l y -  
t i s e h e )  F u n k t i o n  d e r  ~o~ b e d e u t e t ,  d ie  n a t i i r l i c h  m i t  

r 

d e n  F u n k t i o n e n  ~0k, ~I-~2 e i n e n  g e m e i n s a m e n ,  r e e l l e n  
E x i s t e n z b e r e i c h  b e s i t z e n  mulk 

Aus der Gruppe F erhMt man die Gruppe F* aller Trans- 
formationen~ die parasynektisehe Nembranen wieder in solehe 
t'tberfiihren: wenn man F m i t  dem Sehwenkungsprozeg transfor- 
miert. Der Durchsehnitt yon F und F* wird yon allen Trans- 
formationen (6) gebildet, deren spharisehes Bild 

~o7~ = ~o~ (~01, 2~o2, ~o~) 
eine eigentlich- oder uneigentlich- k o n fo r m e Abbildung ist. 

Denken wit uns dab sphlirisehe BiId s--~s* einer synek- 
tischen Transformation S ~-S* vorgelegt, d . h .  die drei Funk- 
ti0nen ~ k  gegeben. In zwei zugeordneten Punkten allgemeiner 
Lage 2) undT* konstruieren wir nun die , b e r t i h r e n d e  A f f i n i -  
t a t " ,  d . i .  diejenige affine Abbildung zwischen den Tangential- 
ebenen in diesen Punkten~ welehe die Linienelemente dutch s und s* 
(ihrer Lage und L~tnge naeh) ebenso transformiect~ wie die Punkt- 
transformation s - ~  s*. 

Denkt man sieh in den Formeln (6).q~-~-@l [ ~ = ~ 1 ]  
gesetzt~ so ergibt sieh aus ihrer Gestalt ohne weiteres: 
' D i e  A f f i n i t l i t  z w i s e h e n  z w e i  N o r m a l e b e n e n  y o n  
g t i n d e l n  s y n t a k t i s e h e r  S p e e r %  d i e  e i n a n d e r  in e i n e r  
s y n e k t i s e h e n  [ a n t i s y n e k t i s e h e n ]  A b b i l d u n g  zuge -  
o r d n e t  s ind,  u n t e r s e h e i d e t  s i c h  y o n  d e r  b e r t t h r e n d e n  
A f f i n i t i ~ t  in d e n  z u g e h S r i g e n  P u n k t e n  d e r  E i n h e i t s -  
k u g e l  n u r  d u t c h  e i n e  S e h i e b u n g  [ S p i e g e l u n g  an 
e i n e m  P u n k t e ] .  0 

~) Vgl. die analoge Eigenschaft (A) dot Transformationen aus der Gruppe 
(G12, ~2,140) H (2)12, ~12J~T~r(3)~ die in w 3 nigher erlautert worden ist. Natiirlich ist der 
zweito Tei[ des deft angegebenen Satzes (A) als spezleller Fall in unserem jetzigen 
Lehrsatze enthalten. 
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Hieraus folgt : 
S i n d  z w e i  r e g u l ~ t r e  G e b i e t e  n i c h t - z y l i n d r i s c h e r  

( a n a l y t i s c h e r )  M e m b r a n e n  a u f c i n a n d e r  a n a l y t i s c h  bc- 
zogen~ so g i b t  es e i n e  u n d  n u r  e i n e  s y n e k t i s c h e  u n d  
e b e n s o  e i n e  u n d  n u r  e i n e  a n t i s y n e k t i s c h e A b b i l d u n g ~  
d i e  d i e s e  B e z i e h u n g  h e r v o r r u f t .  

Insbesondere ergibt sich welter: 
In d e r  e r w e i t e r t e n  s y n e k t i s e h e n  G r u p p e  g i b t  es 

e i n e  e i n z i g e  y o n  d e r  I d e n t i t i i t  v e r s c h i e d e n %  u n d  
z w a r  a n t i s y n e k t i s c h e T r a n s f o r m a t i o n ~  d ie  a l l e  S p e e r e  
e i n e r  n i c h t - z y l i n d r i s c h e n  M e m b r a n  c i n z e l n  in R u h e  
lttl3t. Man k o n s t r u i e r t  in d i e s e r  ,,synelctischen Spiegelung ~ 
an  d e r  M e m b r a n  zu e i n e m  ( r e e l l e n )  S p e e r e  d i e  ent-  
s p r e c h e n d e n ,  i n d e m  m a n  i h n  um d ie  zu i h m  s y n t a k t i -  
s c h e n  S p e e r e  d e r  M e m b r a n  ( fa l l s  s o l c h e  v o r h a n d e n  
s ind)  u m w e n d e t .  

Wir haben ffir alle hier behandelten Abbildungen im Gegen- 
stande der ersten Paragraphen Beispiele. Die Gruppe (GI:, H[~ )) ist 
in der synektischen Grupp% die Scharen H[~ ), H~ ) sind in der anti- 
synektischen Schar enthaltcn. Beispiele ftir Trans~ormationen aus F, die 
nicht gleichzeitig in der erweiterten synektischen Gruppe enthalten 
sind~ bieten, wie erwlihnt, die rccllen Ahnlichkeitstransformationen. 

Wir kommen zu einer bemerkenswerten Untergruppc der er- 
weiterten synektischen Grupp% die ihr Durchschnitt mit der zuvor 
F* genannten Gruppc ist, wcnn wir diejenigen synektischen und 
antisyncktischen Abbildungen aufsuchen, deren sph~trisches Bild kon- 
formist. Wir  werden dieseGruppe d i e  e r w e i t e r t e  k o n s  
s yn  e kt  i s c he G r u p p c nenncn. Sic zerfitllt in vier kontinuierliche 
Scharen: d i e G r u p p e  G d e r  e i g e n t l i c h - k o n f o r m - s y n e k t i -  
s e h e n  T r a n s f o r m a t i o n e n ~  d i e  S c h a r H ~  d e r  e i g e n t l i c h -  
k o n s  d ie  S c h a r  Hit d e r  une igcn t -  
l i c h - k o n f o r m - s y n e k t i s c h e n  und endlich Hm,  d i e  de r  un- 
e i g e n t l i c h - k o n f o r m - a n t i s y n c k t i s c h e n  A b b i l d u n g e n .  

In  G, HI~ HII ~ HIII s i n d  e n t s p r e c h e n d  e n t h a l t e n  

Bentitzen wir ffir die reellen Speere die komplcx-dualcn 
Speerkoordinaten S des w 3~ so k(Yanen wir die Transformationen 
der vier Scharen G~ HI~ HII~ H m d e r  Rcihe nach so darstellen 

(7) s*  = s*  ( s ) ,  s * :  s (Z), s = s s *  = s *  

wenn der Qaerstrlch den Zeichenwechsel yon i, der Circumflex 
den yon e und die Funktionszeichen komplex-synektische Funk- 
tionen der angezeigten Veranderlichen andeuten~ deren skalarc Be- 
standteile nicht konstant sind (vgl. die Formeln (4) in w 3). Die 
erste dieser Formeln wollen wir beispielsweisc auch ausf~ihrlicher 
schrcibcn~ indem wit skalare und vektoricllc Teile schciden. 
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j t* =-~(t) ,  (s) 
I T~-=,5(t)-[-~p'(t)T. 

Wir bemerken ferner: 

D i e  e r w e i t e r t e  k o n f o r m - s y n e k t i s c h e  G r u p p e  is t  
dei: v o l l s t i ~ n d i g e  D u r c h s c h n i t t  d e r  e r w e i t e r t e n  iso- 
t r o p e n  G r u p p e  mi t  d e r  e r w e i t e r t e n  s y n e k t i s c h e n  
G r a p p %  u n d  z w a r  i s t  

G d e r  D u r e h s c h n i t t  d e r  i s o t r o p e n  G r u p p e  m i t  
d e r  s y n e k t i s e h e n  G r u p p %  

H I  d e r  D u r c h s c h n i t t  d e r  i s o t r o p e n  G r u p p e  m i t  
d e r  a n t i s y n e k t i s c h e n  Sehar~ 

Hn d e r D u r c h s e h n i t t  d e r  a n t i s o t r o p e n S e h a r  mi t  
d e r  s y n e k t i s e h e n  G r u p p e ,  

H i n d e r  D u r e h s c h n i t t  d e r  a n t i s o t r o p e n S c h a r  m i t  
d e r  a n t i s y n e k t i s c h e n  Sc l l a r .  

Nit Hilfe der Parameter t, T beweist man ohne ]~Iiihe: 
D i e  G e s a m t h e i t  a l l e r  S p e e r t r a n s f o r m a t i o n e n ,  

d i e  e i n e r s e i t s  d i e  i s o t r o p e n  a n d e r s e i t s  d ie  s y n e k t i -  
s e h e n  N e m b r a n e n  u n t e r e i n a n d e r  v e r t a u s c h e n ,  d. i. 
d e r  D u r e h s c h n i t t  d e r  e r w e i t e r t e n  i s o t r o p e n  G r u p p e  
m i t  F, e n t s t e h t  aus  d e r  e r w e i t e r t e n  k o n f o r m - s y . . n e k -  
t i s e h e n  G r u p p e  d u r e h  A d j u n k t i o n  d e r  ( r e e l l e n )  Ahn-  
l i c h k e i t s t r a n s f o r m a t i o n e n .  

D i e  im w 3 u n t e r  (A), (B), (C) a n g e f t i h r t e n  L e h r -  
s i i tze  g e l t e n  a u e h  f a r  u n s e r e  u n e n d l i e h e n  G r u p p e n ,  
m a n  h a t  n u r  an  S t e l l e  y o n  , K r e i s v e r w a n d t s c h a f t "  
, , k e n f o r m e  A b b i l d u n g "  u n d  an S t e l l e  y o n  Ga2, H(a) 

- - 1 2  
H(~) (a) l~,Hr~ e n t s p r e c h e n d  G~HI~Hn ,Hm e i n z u s e t z e n ? )  Die 
dort angegebenen Beweise Aassen sieh niimlieh unmittelbar hierher 
tibertragen. 

Aus der Formel (8) erhiflt man dureh differenzieren 

~T ~ ,~'+~".T. d~' 
(9) ~ t* - -  ~' + ~ ( i  

und hieraus ergibt sieh, wenn man die Gleichungen (11) und (12) 
des vorigen Paragraphen (w 9) ber~tcksiehtigt, sofort ein wesentlieher 
Tell der Lehrsittze (B) und (C). 

Nach dem bisher Bewiesenen kSnnen wit alle (analytischen) 
Speertransformationen angeben, die B~tnde U welche in einem ge- 

l) Einige dieser Beziehungen sind sehr ausffhrllch in anderer Form bei Herrn 
J. G r t i n w a l d  (a. a. O. w 14, S. 118) behandelt, wo die Gruppe G sehon unter- 
sucht worden ist. 
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meinsamen Speer gleichen Zentralpunkt haben~ immer wieder in 
solche Bander tiberftihren. ~ach der Eigenschaft ni~mlich~ welche 
die isotropen und synektischen Membranen gemeinsam kennzeichnet 
[vgl. (I) in w 91~ kSnnen wir yon diesen Transformationen erkennen, 
da~ sie sowohl die isotropen~ wie die synektischen Membranen 
untereinander vertauschen~ da es offenbar keine Transformation 
geben kann~ die diese beiden Familien yon Membranen untereinander 
vertauscht. Wit kommen also bier auf den schon zuvor betrachteten 
Durchschnitt yon F mit der erweiterten isotropen Gruppe. 

Zu ebendemselben Durchschnitt kommt man auch, wenn 
man alle (analytischen) Speertransformationen sucht~ die fo]gende 
Eigenschaft haben. Es seien S. S* zwei entsprechende Speere in 
einer der Transformationen S -~-S* ;  dann sol| zwischen den Ver- 
teilungsparametern L and L ~ zweier entsprechender Bander in 
S u n d  S* eine Beziehun~g bestehen 

A - ~ -  B L - ~  C Le- - - -O,  

deren Koeffizienten nur yon der Wahl des Paares S~ S* nicht 
abcr yon der Wahl der Bi~nder durch diese Speere abhi~ngen. 

Haben zwei Speerbander einen Speer S gemeinsam und haben 
:sie hier die Zentralpunkte z 1 and z2~ so kSnnte man die (auch 
ihrem Vorzeichen nach bestimmtc) Strecke z 1 z~ ~;d i e T a n g e n t i a 1- 
e n t f e . r n u n g  der beiden B~nder an der Steile S ~ nennen~ indem 
man elnc in der ebenen Geometrie fibliche Ausdrucksweise auf den 
Raum in naheliegender Weise verallgemeinert. 0 

Man kann sich nun nach allen (reellen) Speertransformationen 
fragen mit der Eigenschaft~ dal~ entsprechende Tangentialentfernun- 
gen entsprechender Blinder stets einander gleich sein sollen. Solche 
Abbildungen hiitte man dann~ mn die Analogie der cbenen Geo- 
metrie aufrecht zu erhalten~ als e i g e n t l i c h - i i q u i d i s t a n t e  
oder e i g e n t l i c h - i t q u i l o n g e  S p e e r t r a n s f o r m a t i o n e n  d e s  
R a u m e s  zu bezeichnen. ~) 

Zuniichst erkennt man wiedcr auf Grand der Eigenschaft (I) 
in w 9~ dal~ derartige Abbildungen sowohl die isotropen als auch 
die synektischen Membranen untereinander vertauschen mtissen. 
Daraus folgt dann weiter~ da~ sie der Gruppe (G~ Hm)angehSren, 
deren Transformationen tatsachlich die gewtinschte Eigenschaft haben~ 
wie in den Theoremen (B) und (B~) festgestellt wurde. 

Wir sehen also: 
D i e  u n e n d l i c h e  G r u p p e  der  eigentlich-gi~uilongen S p e e r -  

~ r a n s f o r m a t i o n e n  de s  R a u m e s  f a l l t  m i t  d e r  G r u p p e  
(G, Hill) z u s a m m e n .  I]ar k a n n  m a n  d i e  S c h a r e n  HI~HII 
d e r uneigentlich-~iquilongen A b b i 1 d u n g e n a n d i e S e i t e s t e l l  e n. 

1) Man vgl. etwa die Arbeit des Verfassers: ,Geometrie der Speere in der 
Ebcne". Monatshefte XXL, Jahrg. 1910, bes. S. 10. 

*) Siehe ebendort S. 13. Eine andere Verallgemeinerung dor. .aquil0ngen 
Gruppe der Ebene finder man behandelt in meiner ]Note: ,,Uber einige 
unendliche Gruppen von Transformationen orientierter Ebenen" im Archiv fiir 
Math. 1910. S. 182--189. 
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Bei den Transformationen aus HI, H H sind ni~mlieh zugeord- 
note Tangentialentfernungen einander entgegengesetzt-gleich [vg]. 
die Lehrsatze (B1) und (B2) ] . 

Wir bemerken noeh~ dal] die zuvor eingeftihrten Spiege]ungen 
an (nieht-zylindrischen) Membranen in der Sehar HI enthalten 
sind. Es gilt allgemein der Satz: 

B e z i e h t  mun  z w e i  r e g u l i i r e  G e b i e t e  n i c h t - z y l i n -  
d r i s e h e r  M e m b r a n e n  so a u f e i n a n d e r ,  dal~ i h r c  sph~tri- 
s c h e n  B i l d e r  e i g e n t l i c h  [ u n e i g e n t l i e h ]  k o n f o r m  
werden~  d a n n  g i b t  es s t e t s  e i n e  u n d  n u r  e i n e  A b b i l -  
d u n g  aus  j e d e r  d e r  S c h a r e n  G u n d / / 1  [H~iundHii~]~ d i e  
g e r a d e  d i e s e  B e z i e h u n g  h e r v o r r u f t .  

w 11. Zusammenhang der Speergeometrie des Raumes 
mit der Speergeometrie der Ebene. 

Wi~hrend wir uns in den letzten zwei Paragraphen moistens 
auf die Betrachtung r e e l l e r  Speere beschr~nkt batten, sollen sich 
die folgenden Untersuchungen wieder auf k o m p 1 e x e (eigentliche) 
Speere erstrecken. 

Wir bilden die Gesamtheit der komplexer/ (eigentlichen) 
Speere S des Raumes ab auf die g e o r d n e t e n  Paare (Hl~ Hr) yon 
komplexen (eigentlichen) Speere einer i'esten Euklidisehen Ebene {~ 
und zwar in folgender Weise. Wir legen dutch S die li n k s e i t i g e 
Minimalebene (w 8). Diese hat mit ~ einen einzigen Spoor gemeinsam: 
den wir mit H~ bezeichnen wollen. Die r e c h t s e i t i g e  Minimal- 
ebene dureh S trifft ~ ebenfalls in einem Speere und d en d u r c  h 
U m k e h r u n g  d a r a u s  h e r v o r g e h e n d e n  S p o o r  werden wir 
H~ nennen. H r liegt demnach auch in der linkseitigen ~[inimal- 
ebene dutch den Speer~ welcher mit S antitaktisch zusammenfiillt. 

Ist umgekehrt das Paar (Ht~ Hr) Yon komplexcn (eigentlichen) 
Speeren in ~ vorgelegt~ so finden wit den zugehSrigen Speer S des 
Ratimes folgendermal~en. Wir legen dutch Hi die linkseitige Minimal- 
ebene und durch den Spoor, de rmi t  H~ antitaktiseh zusammenf~tllt, 
die reehtseitige ; die beiden verschiedenartigen Minimalebenen durch- 
dringen sieh im gesuchten Speere S. 

D i e B e z i e h u n g  S4-~*-(Hz:H~) i s t  a l s o  a u s n a h m s l o s  
u m k e h r b a r  e i n d e u t i g .  

Wie wir sehen~ ist es zweckm~tl~ig, die Ebene ~ doppelt zu 
tiberdeeken mit zwei ,Schiehten:'~ wie wir uns ausdriicken wollen. 
Don Oft der Speere Hz nennen wir , d i e  l i n k e  S c h i e h t "  ~z 
und den yon H~ , f l ie  r e c h t e  S c h i c h t  ~ ~ .  

Um die Zuordnung S-~--~(Ht~ H~) aueh analytiseh zu for- 
mulieren~ ftihren wir zun~ehst ftir die Speere H der Ebene 
Koordinaten ein, wobei wit etwa yon dot Annahme ausgehen, 
da]~ ~ mit der Koordinatenebene x 3 ~ 0 zusammenfalle. Als Ko- 
ordinaten f t i r H  nehmen wit die beiden komplexen Parameter t~ T, 
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die der l inkssei t igen Minimalebene durch | in der in w 2 behan- 
delten Zuordnung entsprechen~ doch wollen wit statt t~ T bier 
lieber t~ �9 schreiben. 

Sind 
(1) { ~o + ~1 x~ + v~ x~ = o, 

X 3 ~ 0  

die Gloichungen der voll | ttberdeckten Geraden, so kSnnen wir, 
2 2 wenn v t ~-v~ ~---va gesetzt wird~ die Beziehungen aufstellen [vgl. 

(3), (3*) in w 1] 

(2) v ~  i ~ :  - - 1  : t ~ : t~ 

Vo: v 1 : v~ : v:~ = - - 2 i ~ : ( 1 - - t 2 ) : i ( l + t 2 ) : - - 2 i t .  

Wir ftihren ferner auch bier die (komplex-) duale Verbindung 
I - ~ s ~ - - ~  ein. Bentitzen wir ftir die Speere S des Raumes die 
homogenen~ (komplex-)dualen Koordinaten des w 7~ so kSnnen wir 
unsere Abbildung S-~--~ (~t~ ~ ) n u n m e h r  so ausdriicken [vgl. (20) 
in w 8] 

(.~) 

i x ~ + i G  _ Xo-- G 
|  x 0 +  N, x~ - -~G ' 

X o - -  X 3 - -  X l _ _ i X  ~ ' 

X o : X l : G : & =  
<4) = { e , -  ~r} : { 1 - ~  ~r}: ~{1+ ~ ~ , } : - - { ~ , +  or}. 

Es sei hier noch an einige Tatsachen der e b e n e n  Speer- 
geometrie erinnert. Durch eine linear-gebrochene (komplex-) duale 
Substitution 

c + D |  

wird eine komplexe Transformation aus der Grnppe der e igent . -  
1 i e h e n Laguerresehen Transformationen ~6 dargestellt~ I) dabei hat 
man nut vorauszusetzen~ daft der skalare Bestandteil der Substitu- 

.tionsdeterminante yon Null versehieden sei. Analog wird dureh 
eine Substitution 

C+D|  
eine komplexe Abbilduug aus der 8char ~6 der u n e i g e n t 1 i o h e n 
Laguerreschen Transformationen gegeben. Endlieh wird durch die 
Form eln 

| = | (| |  = | (6) 
a) Man vgl. bier uncl sp~tter ties Verfassers , ,Untersuchungen iiber die Geo- 

mettle der Spoere in der Euklidlschen Ebene"~ Monatshefte XXI (1910). 
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eine (komplexe) Abbildung ans der Oruppe ~ der eigentlich- und 
eine aus der Sehar ~ der uneigentlich-~tquilongen Speertransforma- 
tionen der Ebene dargestellt~ wenn wir annehmen~ da~ die skalaren 
Teile der komplex-synektischen Fuuktionen zu rechter Hand 
nicht konstant sind. 

Wir stellen nach diesen Vorbereitungen einige geometrische 
Gebilde und Operationen einander gegenttber, die durch unsere 
Abbildung S4--~-(~t~ | miteinander vertauscht werden, wie man 
auf  Grund der letzten Formeln oder auch auf synthetischem Wege 
leieht best~ttigen wird. 

Raum. 
:Speer ~'. 
Links- [reehts-] seitige Minimal- 

ebene. 

Gesamtheit der Speere yon ~. 

Ebene. 
Geordnetes Speerpaar (| | 
Fester Speer der linken [rechten] 

Sehicht verbunden mit allan 
Speeren der anderen Schicht. 

Die linke Schieht ~t wird auf 
die rechte ~r durch die Um- 
kehrung bezogen. 

D. h. mit anderen Worten: Jeder Speer S yon ~ bildet sieh 
auf  ein Paar (| | ab, dessen Speere antitaktiseh zusammen- 
fallen. Analog ist die folgende Gegenttberstellung zu verstehen: 

Kuge] der Minimalspeere. Die beiden Sehichten sind auf- 
einander durch die Identitat be- 
zogen. 

des Die bsiden Sehichten werden der- 
selben komplexen Abbildung 
aus (~s unterworfen. 

(Komplexe) B e w e g u n g 
Speerraumes. 

Die elementargeometrischen Eigenschaffen raumlicher Speer- 
figuren bilden sich somit auf Eigenschaften ebener Speerfiguren ab~ 
die gegeniiber (~6 invariant sin& 

Umwendtmg des Speerraumes an Die Sehichten werden der Um- 
einer Euklidisehen Geraden. wendung an demselben Speer- 

paar unterworfen. 1) 
Komplexe U m l e g u n g  des Bedeutet 0 eine Transformation 

Speerraumes. aus ~s, so ist 
r 

Die neue rechte Schicht geht Mso aus der frt~heren linken 
<lurch die gleiche uneigentliehe Laguerresche Abbildung hervor, 
wie die neae linke aus der urspr~ingliehen rechten Schieht. 

1) Siehe a. a. O. S. 14, 15, 16. 
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Die Umlegung ist insbesonders 
die Spiegelang an einer Eukli- 
dischen Ebene. 

(I) Komplexo Transformation aus 

(II) Komplexe Transformation aus 

2 I---19 J ~ 

Die Umkehrung. 
Spiegelung an der Ebene ~, 

0 ist insbesonders eine Laguerre- 
sche Spiegelung. 2) 

Bedeuten 0l und 0~ zwei kom- 
plexe Transformationen aus 
(~6 [~6]~ so ist 

Bedeuten 0~, und 0~ zwei kom- 
plexe Transformationen aus 

s o  

{~/} Olr = ~: ,  {~r} Orl ~l" 

O t ~ :  O~t ist die Identitgt, 
0 ~ , =  0~ ist die Umkehrung. 

Die Gegentiberstellungen (I) und (II) bleiben riehtig~ wenn 
wir gleiehzeitig links an Stelle yon G,s ~ H~ ), H~ ), H~ ) der Reihe 
naeh G~ HI~ HH~ H m (siehe w 18) einftihren und rechts an Stelle 
yon ( ~  g)6 entspreehend (~ und ~. 

Komplexe Abbildung der isotro- 
pen Gruppe. 

Komplexe Abbildtmg der antiso- 
tropen Sehar. 

S durehl~uft eine Speerfl~tehe, die 
nieht in einer einseitigen Mi- 
nimalebene enthalten ist. 

* r 

ttierbei bedeuten die versehie- 
denen 0 beliebige (komplex-) 
analytische Speertransforma- 
tionen in der Ebene {. 

| und | durehlaufen zwei 
Speermannigfaltigkeiten ~z, ~ ,  
yon einer komplexen Dimen- 
sion, die aufeinander analytisch 
bezogen sind (| | 

Wir wotlen hier nebenbei angeben~ welehe Bedeutung der 
komplexe Verteilungsparameter L der Speerflache fttr die ebene 
Figur ha% doeh wollen wir uns bei dieser Angabe der Ktirzo halber 
auf den ,allgemeinen Fall" beschri~nken. 

Den Schnittpunkt von a t  und ~ r  wollen wir n und den 
Bertthrungspunkt von | [~,.] mit der (im allgemeinen) umhtfllten 
(orientierten) analytischen Kurve werden wir zt[z~] nennen. 
Dann ist 

(5) L : -2- 

a) Siehe a. a. O. S. 14~ 15. 

Monatsh. fiir Ma~hematik u. Physik. XXI. ~ahrg. 20 
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wobei nat~irlich den beiden Strecken nz~ und n z  bestimmte Vor- 
zeichen zu erteilen sind. Es sei dem Loser ~iberlassen~ hieraus 
Satze ~iber entwickelbare Speerflachen { L =  0} herzuleiten. Man 
kann die Formel (5) etwa auf Grund der Beziehung (18) des w 2 fiir 
den Brennpunkt der Speerfl~che entwickeln. 

$ durchlauft eine komplexe 
Speerkett% die nicht in einer 
Minimalebene liegt. 

S beschreibt eine isotrope Speer- 
kongruenz. 

Die Kongruenz ist eine komplexe 
Speergarbe. 

~z und ~r sind zwei eigentliche 
Zykel~ die aufeinander pro- 
jektiv bezogen sind. 1) 

| und | durchlaufen unab- 
hangig voneinander zwei l~Ian- 
nigfaltigkeiten ~z~ ~,- yon einer 
konlplexen Dimension. 

@t u n d - ~  sind eigentliche Zy- 
kel. 

Aus den Gleichungen (3) folgt~ dal3 zwischen a t  und | eine 
(komplex-)synektische Beziehung hergestellt wird~ wenn wir die 
X k { k  ~ - 0  7 1~ 2~ 3} als (komplex-) synektische Funktionen eines 
(komplex-) dualen Parameters darstellen. Das ergibt die folgende 
geometrische Deutung : 

S y n e k t i s c h e  S p e e r k o n -  
g r u e n z .  

Komplexe Speerkugel. 

Komiolexes Normalnetz. 

P a r a s y n e k t i s c h e  S p e e r -  
k o n g r u e n z .  

Komlolexer Speerquirl. 

Gesamtheit der Speere einer 
Euklidischen Ebene. 

GewShnliche Speerkongruenz 
(siehe w 10). 

Die  b e i d e n S c h i c h t e n  wer- 
den  a u f e i n a n d e r  d u r c h  
e i n e  k o m p l e x e  eigentlich- 
a q u i l o n g e  A b b i l d u n g  0 
b e z o g e n :  {~t} 0-~- ~r. 

0 ist eine komplexe eigentliche 
Laguerresche Transformation. 

0 ist die Umwendung an einem 
Speerpaar. 

D ie  b e i d e n S c h i c h t e n  wer- 
den  a u f e i n a n d e r  d u r c h  
e i n e k o m p 1 e x e, uneigentl ich-  
a q u i l o n g e  A b b i l d u n g  0 
b e z o g e n ~  {~t} 0 = 5,.. 

0 ist eine komplexe, uneigentliehe 
Laguerresche Transformation. 

0 ist eine komplexe Laguerre- 
sche Spiegelung. 

Analytische Speertransformation: 

~) VE1. a. a. O. S. 7. 
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Geometrische Nachweise ffir die Richtigkeit der beiden ge- 
sperrt gedruckten Gegenaberstellungen kann man erbringen auf 
Orund der fiirs komplexe Gebiet verallgemeinerten Eigenschaften 
(I) und (II) des w 9~ die ffir die synektischen und parasynektischen 
Kongruenzen u nter den gewShnlichen Speerkongruenzen kenn- 
zeichnend sind, 

Als einfaches Beispiel dafiir~ wie S~tze der r~umlichen und ebenen 
Speergeometrien einander dutch unsere Abbildung S < ~ ( ~  ~ )  
zugeordnet werden, ftthren wir die folgenclcn an: 

Durch jede komplexe Speerkett% Sind zwei eigentliche Zykel auf- 
die nicht in einer Minimale bene einander proj ektiv bezogen, so 
liegt, geht eine Speerkugel und gibt es eine eigentliche und 
ein Speerquirl hindurch (w 5). eme uneigentliche Laguerre- 

sche Speertransformation, die 
diese Beziehung vermittelt. 

Zum Abschlusse sei darauf hingewiesen, dag sich den in dieser 
Abhandlung entwickelten Untersuchungen eine ausgedehnte An- 
wendung und Vera!lgemeinerung in der geometrischen Kinematik 
an die Seite stellen lagt~ wovon in einer fblgenden Arbeit die Rede 
sein soll. 


